Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

roblemler ve Coziimleri

4 Bu, bir yil stirecek bir yarismadir. Grup halin}
de, okul olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oziimlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oztumlerini
yollaymniz. Ayrica litfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢oziimiinii ayri bir kagida okunak-
I1 ve anlasilir bir bicimde yaziniz.

Kagidin sag ust kosesine adinizi, soyadinizi,
adresinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifinizi ya-
ZIniz.

Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, Giilbahge Koyii, Urla Izmir
adresine 15 Ocak 2004 tarihine kadar adima gon-
deriniz.

Dogru yanit yollayanlar:
Y277 ve Y279: Yasar Donmez (Turgutlu
Lisesi), Mustafa Donmez (Halil Kale Fen Lisesi). Y,

\

Alistirma Problemleri

A286. ki basamakli ab sayisi c’ye, bc sayist
a@’ya ve ca sayisi da b’ye boliinecek sekilde birbirin-
den ve sifirdan farkl ti¢ a, b, ¢ rakami var midir?

A287. m(ACB) # 45° olmak tizere ABC dar
acili ticgeninde AM ve BN yiuikseklikleri ¢izilmigtir.
MA ve NB iginlar tizerinde, MK = MB ve NT =
NA olmak tizere K ve T noktalar1 alimmigtir. KT |l
MN oldugunu kanitlaymniz.

A288. Bir toplulukta birbiriyle tamigik iki kisi-
nin ortak tanidigi bulunmuyor; birbiriyle tanigik
olmayan iki kisinin ise tam iki ortak tamidigi bulu-
nur. Bu topluluktaki tiim kigilerin tanidik sayilari-
nin ayni oldugunu kanitlayiniz.

A289. x8 + ax* + 1 = 0 denkleminin, aritmetik
dizi olugturan dort kokiiniin bulunmasini saglayan
tium a gergel sayilarini bulunuz.

A290. Yirmi birbirinden farkli gercel sayidan
olusan M kumesinde a < b olmak tizere her a, b €
M i¢in a < —x < b olacak sekilde bir x € M bulu-
nur. M kiimesinde kag pozitif say1 olabilir?

* Tzmir Yiitksek Teknoloji Enstitiisii 6gretim iiyesi.
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Yarisma Problemleri

Y286. p bir asal say1, r de p’nin 210’a bolin-
mesinden elde edilen kalandir. #’nin bilegik say1 ol-
dugu ve iki tam karenin toplami seklinde gosterile-
bildigi bilinmektedir. ’yi bulunuz.

Y287. ABCD karesinin BC ve CD kenarlari
tzerinde, m(AKB) = m(AKL) olacak sekilde sirasiy-
la K ve L noktalar1 alinmistir. 72(KAL)’yi bulunuz.

Y288. Bir uluslararasi konferansta bir araya
gelen dokuz matematikciden her Ugiinden en az
ikisi ayni dili biliyor ve her biri en fazla 3 dil bili-
yor. Bu dokuz matematik¢iden en az tigtiniin ayni
dili bildigini kanitlayiniz.

Y289. Her x € N ve her y € {f(x) | x € R} icin
flx=y) = f(x) + xy + f(y) esitligini saglayan tim
f : R = R fonksiyonlarin1 bulunuz.

Y290. Bir iilkedeki on kentin bazi kentlerini
birlestiren tek yonlii havayollariyla her kentten di-
ger her kente bir veya birka¢ havayolunu kullana-
rak ulasgmak mumkiindiir. Kentlerin birinden ¢ikip
tum kentleri dolagarak ayni kente donmek igin ge-
rekli olan en az havayolu sayisi # ise, #’nin en bii-
yik degeri ne olabilir?

Eski Sorulara Coziimler (2003-I)

A276. x2 — 6y% = 2003 esitligini saglayan x ve
y tamsayilart var nudir?

Coziim. Yoktur. Egitligi saglayan x ve y tamsa-
yilar1 bulunsaydi, bu sayilar x2 — 6y2 = 2003
(mod 3), yani x2 = 2(mod 3) denkligini saglayacak-
t1. Bir tamsayinin karesi 3 modunda sadece 0 ve 1
degerlerini alabildiginden bu miimkiin degildir.

A277. ABCDEF disbiikey altigeninde AB
CD = EF, m(A) = m(C) = m(E) ve m(B) = m(D)
m(F) ise, BC = DE = FA esitliklerini gosteriniz.

Coziim. FA, BC, DE kenarlarim M, N, P nokta-
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larinda kesisene ka-
dar uzatalim. Kolay-
ca gorilecegi tizere
MBA, NDC ve PFE
tiggenleri esittir. Do-
layisiyla  m(M)
m(N) = m(P). Boylece
MNP tiggeni egkenar-
dir. Buradan BC =
DE = FA elde edilir.

A278. Bir siniftaki ogrencilerin yedide biri er-
kektir. Stmifa on ii¢ yeni 6grenci gelince erkeklerin
sayist artar ancak siiftaki yiizdesi azalir. Kizlarin
sayist kag artti?

Coziim. Siniftaki erkek ogrencilerin sayist x,
yeni gelen erkek 6grencilerin sayis1 da y olsun (y >
0). Erkeklerin yuzdesi azaldigindan

x+y 1
7x+13 7’
bundan da y <1 elde ederiz. y > 0 oldugundan y =
1’dir. Kizlarin sayist 12 artmugtir.

A279. Bir kutuda vyesil, sari ve kirnuzi elmalar
bulunur. Bunlar Amasya, Bursa ve Giilbahce el-
malaridir. Yesil elmalarm sayisi Amasya elmalari-
mn sayisimdan, Amasya elmalarimm sayisi sari el-
malarin sayisindan, sari elmalarin sayisi Bursa el-
malarvun sayismdan, Bursa elmalarimin sayisi kir-
muzt elmalarim sayisindan, kirmizi elmalarin sayisi
da Giilbah¢e elmalarmm sayisindan daba fazladir.
Bovyle bir durum olabilir mi?

Coziim. Yesil, sar1 ve kirmizi elma sayisini si-
rasiyla vy, s, k ile, Amasya, Bursa ve Gililbahge el-
ma sayisini sirasiyla A, B, G ile ve toplam elma sa-
yisini da ¢ ile gosterelim. O halde y > A >s>B >k
> G esitsizligi, buradan dat=y+s+k>A + B +
G =t celiskisi elde edilir. Boyle bir durum olamaz.

A280. P(x), katsayilar: tamsay: olan bir poli-
nomdur ve ti¢ degisik x tamsaysi icin degeri 1dir.
P(x)in tamsay: kokiiniin olmadigini kanitlaymn.

Coziim. P(a) = P(b) = P(c) = 1 ise, Q(x) := P(x)
— 1 polinomu i¢in Q(a) = O(b) = O(c) = 0’dir. Be-
zout teoreminden Q(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢)R(x)

olacak sekilde bir tamsay1 katsayili R(x) polinomu
bulunur. Simdi P(x)’in bir d tamsay1 kokiintin bu-
lundugunu varsayalim. O halde

-1=P(d)-1=0(d) = (d-a)d-b)d-c)R(d)
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dir. Demek kid —a,d — b, d — c sayilari ya 1 ya da
—1, dolayisiyla bu sayilarin ikisi birbirine egit ol-
mak zorunda, yani a, b, ¢ sayilarinin ikisi birbirine
esit olmak zorunda. Dolayisiyla P(x)’in tamsay1
kokii olamaz.

Y276. m ve n tamsayidar: 1’den biiyiik. n3 — 1
sayist m’ye, m — 1 de n’ye béliiniir. m = n32 + 1 ve
m =n2 + n + 1 esitliklerinden birinin dogru olmas:
gerektigini kanitlaym.

Coziim. 73 —1 sayis1 m’ye boliindiigiinden,

n3—1=km
olacak sekilde bir £ > 1 tamsayisi bulunur. 72 — 1 sa-
yis1 #’ye bolundiginden » = 1(mod #)’dir. O hal-
de k = —1(mod n)’dir, dolayisiyla k = sn — 1 olacak
sekilde bir s > 1 tamsayisi bulunur. sn — 1 sayisi
n3 — 1’1 boldiigiinden (s — 1)l(n3 — 1 —sn + 1) ve bu-
radan da (n ile sn — 1 aralarinda asal oldugundan)
(sn— 1)l(n2 —s)
elde edilir. Bu durumda (s — 1)l(sn?2 — s2)’dir ve
sn? — s2 = n(sn — 1) + n — s2 esitliginden
(sn—1)l(n - s2)

elde edilir.
Simdi s = 7172 ise,
3 3 3
m:ﬂ 1:7/1 1:7’1 1:3/2+1
k sn—-1 4321
elde edilir. Bundan boyle s # n1/2 olsun.
3 p—
l<m=" !
sn—1

iliskilerinden s < #2 oldugu anlasilir.

Eger 1 <s<nl2ise, 0 <n—-s2<sn—-n«<
sn — 1, ama o zaman da sz — 1 sayisi z — s2’yi bole-
mez. Eger n1/2 < s < nise, 0 < s2 — n < sn — 1’dir,
dolayisiyla s2 — 2 sayisi sn — 1’e boliinemez. Eger n
<s<n?ise, 0 <n?—s<sn-s<sn-14dir, dolayi-
styla #2 — s sayist sn — 1’e boliinemez. Tek bir du-
rum kaliyor: s = 1. Demek kik =sn—-1=n—-1ve

2

=n"+n+1

n-1

dir. Boylece ya m = n32 + 1 yam = n2 + n + Udir.

Y277. Ters yazdumyla carpildiginda, son ii¢
basamag sifir olan sekiz basamakli bir sayi veren
tiim dort basamakly sayilar: bulun.

Coziim. Sayinin ters yazilimiyla carpimi 1000 =
23.53 sayisina boliindiigiinden ve saymin ters yazi-
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lim1 0’la baglayamayacagindan (dolayisiyla sayinin
kendisi 0’la bitemeyeceginden) sayinin kendisi veya
ters yazilimi 125%e boluinen tek sayi olacak, ve sira-
siyla ters yazilimi veya kendisi 8’e boliinecek ama
5’e bolinmeyecek. 125% bolinen tek sayr al1285,
b375, c625, d875 seklinde olabilir. Bunlarin ters
yazilimlari olan 521a, 573b, 526¢, 578d sayilarinin
8’e bolinmesi i¢in a = b = 6, ¢ = d = 4 olmaldur.

Yanit: 6125, 6375, 4625, 4875, 5216, 5736,
5264, 5784.

Y278. 2n + 1 kisiden olusan bir toplulukta, her
n kisilik grup icin, bir grubun tiim bireylerini tani-
yan ve bu grupta bulunmayan biri vardir. Bu top-
lulukta herkesi tanyyan birinin varligmu kanitlaymn.

Coziim. Once k’ye gore tiimevarimla, her k =
2, 3, ..., n+1 igin hepsi birbiriyle tanigan k kisinin
bulundugunu kanitlayalim. k£ = 2 durumu aciktir.
k < n i¢in sorunun dogru oldugunu, yani hepsi bir-
biriyle tanigan & kigi bulundugunu varsayalim. Bu
k kisiye n — k kisi de ekleyerek bunlarin hepsini ta-
niyan bunlarin diginda bir kisi bulundugunu goru-
ruz. Bu kisiyi de alarak hepsi birbiriyle tanigan k& +
1 kisilik bir grup elde ederiz. Tumevarim bitti. O
halde hepsi birbiriyle tanisan # + 1 kisi bulunur:
Ay Ay, e,
nigan, bunlarin diginda (yani A4, A,, ...

A,,.1- Geri kalan # kisinin herbiriyle ta-
N kigi-
lerinden biri olan) bir kisi (diyelim A,,) bulunur.
A, tum 27 + 1 kisiyle tanigiyor.

Y279. Tekdiize (monoton) artan f : [0,1] - R
fonksiyonu f(0) = 0 esitligini ve f(1) > 1 esitsizligi-
ni saglyor ve ayrica eger a, b, a + b € [0,1] ise fla)
+ f(b) = f(a+b) esitsizligi gerceklestiriyor.

FO) + F(12) + f(13) + . + f(1/n)
dizisinin simrli olmadigimi gosterin.

Coziim. a(n) =1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n dizisi s1-
nirli degil (bknz. MD 2003-II Sayfa 67). Gergek-
ten, her k pozitif tam sayisi icin

s(n)

k+1 k+2 7" 2k 2k 2
oldugundan,

a(2m) =1 + 1/2 + (1/3+1/4) + (1/5+1/6+1/7+1/8) +
e+ (V2m=14 )4 L +127) 2 1 + m/2
esitsizligi saglanir, dolayisiyla a(#) sinirh degil. Her
n =1, 2,... i¢in s(n) > c-a(n) olacak sekilde »’den
bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti bulursak, s(7)’nin de sinir-

s1z oldugunu gostermis oluruz.
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Her x € [0, 1/2] igin,
f(2x) = f(x+x) < f(x) + f(x) = 2f(x)
esitsizligi saglanir.
Her x € (0, 1] igin f(x) > f(1)x/2 esitsizliginin
saglandigini gosterecegiz. Bunu, #’ye gore tiimeva-

(*)

rimla her x e [1/27, 1/27=1] icin gosterecegiz. Eger
n=1ise, x € [1/2, 1] i¢in, f(x) > f(1/2) > f(1)/2 >
f(1)x/2 elde ederiz (ikinci esitsizlikte (*) uygulan-
mustir). Esitsizligin [1/27, 1/27—1] araliginda dogru
oldugunu varsayalim. x e [1/27+1, 1/27] ise, 2x €
[1/27, 1/2771] oldugundan, 2f(x) > f(2x) > f(1)x,
buradan da f(x) > f(1)x/2 elde ederiz. Her x €
(0, 1] sayis1 [1/27, 1/27—1] araliklarindan birinde
bulundugundan f(x) > f(1)x/2 esitsizligi (0, 1] ara-
liginda dogrudur. Simdi ¢ = f(1)/2 alirsak,
s(n) = f(1) + f(1/2) + ... + f(1/n) >
cl+c(12) + ... + ¢(1/n) = c-a(n)

esitsizligini elde ederiz.

Y280. Her ii¢ elemanmdan birinin yine o iicliiden
bir baskasma boliindiigii sonlu bir pozitif tamsayiar
kiimesi verilmistir. Bu kiimenin tiim elemanlarmun,
aym renkten olan her iki elemandan biri digerini bo-
lecek sekilde iki renge boyanabilecegini kanmitlaymz.

Coziim. Sayilari kiiciikten buyiige dogru sirala-
yarak en kiiciiglinu a rengine boyayalim ve bu sayi-
ya aq diyelim. Ikinci say1 a;’e béliiniiyorsa, bunu da
a rengine boyayalim ve bu sayiya a, ile gosterelim.
Ugiincii say1 a,’ye béliiniiyorsa, yine a rengine bo-
yayalim ve a3 ile gosterelim vs. Bunlar: saglamayan
ilk sayiy1 b rengine boyayalim ve by ile gosterelim.
Kosuldan dolayi, bundan sonra gelen say1 ya a ren-
gindeki sayilarin en biiyiigiine ya da bq’e bolune-
cek. Sadece birine boluniiyorsa, bolindiigi saymnin
rengine boyayalim ve uygun numarayi verelim. Her
ikisine bolunuyorsa, gecici olarak ¢ rengine boyaya-
lim ve ¢;’le gosterelim. Bir sonraki say1 ¢;’e bolunu-
yorsa, ¢ rengine boyayalim ve ¢, ile gosterelim vs.
Bu islemler sirasinda sayilar biterse, ¢;’lerin hepsini
a veya b rengine boyariz. Diyelim ki, ¢{l¢yl ... ¢, ve
bir sonraki x sayisi ¢,’ye bolunmuyor. a ve b ren-
gindeki en buytik sayilar birbirlerine bolinmedigin-
den, x bunlardan birine bolinecek. x’i bolindugu
sayimnin rengine (ikisine de bolindtugii takdirde her-
hangi birinin rengine), ¢, ¢y, ..., ¢,, sayilarini da di-
ger renge boyayalim. Bu durumda yine a ve b ren-
gindeki en buiytuk sayilar birbirine bolinmeyecek ve
ayni renkten olan sayilar birbirine boltiinecek. Ayni
islem sayilar bitene kadar devam ettirilebilir. ¢



