
Al›flt›rma Problemleri

A286. ‹ki basamakl› ab say›s› c’ye, bc say›s›

a’ya ve ca say›s› da b’ye bölünecek flekilde birbirin-

den ve s›f›rdan farkl› üç a, b, c rakam› var m›d›r? 

A287. m(ACB) ≠ 45° olmak üzere ABC dar

aç›l› üçgeninde AM ve BN yükseklikleri çizilmifltir.

MA ve NB ›fl›nlar› üzerinde, MK = MB ve NT =

NA olmak üzere K ve T noktalar› al›nm›flt›r. KT ||

MN oldu¤unu kan›tlay›n›z.  

A288. Bir toplulukta birbiriyle tan›fl›k iki kifli-

nin ortak tan›d›¤› bulunmuyor; birbiriyle tan›fl›k

olmayan iki kiflinin ise tam iki ortak tan›d›¤› bulu-

nur. Bu topluluktaki tüm kiflilerin tan›d›k say›lar›-

n›n ayn› oldu¤unu kan›tlay›n›z.

A289. x8 + ax4 + 1 = 0 denkleminin, aritmetik

dizi oluflturan dört kökünün bulunmas›n› sa¤layan

tüm a gerçel say›lar›n› bulunuz. 

A290. Yirmi birbirinden farkl› gerçel say›dan

oluflan M kümesinde a < b olmak üzere her a, b ∈
M için a < −x < b olacak flekilde bir x ∈ M bulu-

nur. M kümesinde kaç pozitif say› olabilir?

Yar›flma Problemleri

Y286. p bir asal say›, r de p’nin 210’a bölün-

mesinden elde edilen kaland›r. r’nin bileflik say› ol-

du¤u ve iki tam karenin toplam› fleklinde gösterile-

bildi¤i bilinmektedir. r’yi bulunuz. 

Y287. ABCD karesinin BC ve CD kenarlar›

üzerinde, m(AKB) = m(AKL) olacak flekilde s›ras›y-

la K ve L noktalar› al›nm›flt›r. m(KAL)’yi bulunuz.

Y288. Bir uluslararas› konferansta bir araya

gelen dokuz matematikçiden her üçünden en az

ikisi ayn› dili biliyor ve her biri en fazla 3 dil bili-

yor. Bu dokuz matematikçiden en az üçünün ayn›

dili bildi¤ini kan›tlay›n›z.

Y289. Her x ∈ N ve her y ∈ {�(x) | x ∈ R} için

�(x−y) = �(x) + xy + �(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm

� : R → R fonksiyonlar›n› bulunuz.

Y290. Bir ülkedeki on kentin baz› kentlerini

birlefltiren tek yönlü havayollar›yla her kentten di-

¤er her kente bir veya birkaç havayolunu kullana-

rak ulaflmak mümkündür. Kentlerin birinden ç›k›p

tüm kentleri dolaflarak ayn› kente dönmek için ge-

rekli olan en az havayolu say›s› n ise, n’nin en bü-

yük de¤eri ne olabilir?   

Eski Sorulara Çözümler (2003-I)

A276. x2 − 6y2 = 2003 eflitli¤ini sa¤layan x ve

y tamsay›lar› var m›d›r?

Çözüm. Yoktur. Eflitli¤i sa¤layan x ve y tamsa-

y›lar› bulunsayd›, bu say›lar x2 − 6y2 ≡ 2003 

(mod 3), yani x2 ≡ 2(mod 3) denkli¤ini sa¤layacak-

t›. Bir tamsay›n›n karesi 3 modunda sadece 0 ve 1

de¤erlerini alabildi¤inden bu mümkün de¤ildir. 

A277. ABCDEF d›flbükey alt›geninde AB =

CD = EF, m(A) = m(C) = m(E) ve m(B) = m(D) =

m(F) ise, BC = DE = FA eflitliklerini gösteriniz.

Çözüm. FA, BC, DE kenarlar›n› M, N, P nokta-
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lar›nda kesiflene ka-

dar uzatal›m. Kolay-

ca görülece¤i üzere

MBA, NDC ve PFE

üçgenleri eflittir. Do-

lay›s›yla m(M) =

m(N) = m(P). Böylece

MNP üçgeni eflkenar-

d›r. Buradan BC =

DE = FA elde edilir. 

A278. Bir s›n›ftaki ö¤rencilerin yedide biri er-

kektir. S›n›fa on üç yeni ö¤renci gelince erkeklerin

say›s› artar ancak s›n›ftaki yüzdesi azal›r. K›zlar›n

say›s› kaç artt›?

Çözüm. S›n›ftaki erkek ö¤rencilerin say›s› x,

yeni gelen erkek ö¤rencilerin say›s› da y olsun (y > 

0). Erkeklerin yüzdesi azald›¤›ndan 

bundan da y ≤ 1 elde ederiz. y > 0 oldu¤undan y =

1’dir. K›zlar›n say›s› 12 artm›flt›r. 

A279. Bir kutuda yeflil, sar› ve k›rm›z› elmalar

bulunur. Bunlar Amasya, Bursa ve Gülbahçe el-

malar›d›r. Yeflil elmalar›n say›s› Amasya elmalar›-

n›n say›s›ndan, Amasya elmalar›n›n say›s› sar› el-

malar›n say›s›ndan, sar› elmalar›n say›s› Bursa el-

malar›n›n say›s›ndan, Bursa elmalar›n›n say›s› k›r-

m›z› elmalar›n say›s›ndan, k›rm›z› elmalar›n say›s›

da Gülbahçe elmalar›n›n say›s›ndan daha fazlad›r.

Böyle bir durum olabilir mi?

Çözüm. Yeflil, sar› ve k›rm›z› elma say›s›n› s›-

ras›yla y, s, k ile, Amasya, Bursa ve Gülbahçe el-

ma say›s›n› s›ras›yla A, B, G ile ve toplam elma sa-

y›s›n› da t ile gösterelim. O halde y > A > s > B > k

> G eflitsizli¤i, buradan da t = y + s + k > A + B +

G = t çeliflkisi elde edilir. Böyle bir durum olamaz. 

A280. P(x), katsay›lar› tamsay› olan bir poli-

nomdur ve üç de¤iflik x tamsay›s› için de¤eri 1’dir.

P(x)’in tamsay› kökünün olmad›¤›n› kan›tlay›n.

Çözüm. P(a) = P(b) = P(c) = 1 ise, Q(x) := P(x)

− 1 polinomu için Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0’d›r. Be-

zout teoreminden Q(x) = (x − a)(x − b)(x − c)R(x)

olacak flekilde bir tamsay› katsay›l› R(x) polinomu

bulunur. fiimdi P(x)’in bir d tamsay› kökünün bu-

lundu¤unu varsayal›m. O halde 

−1 = P(d) − 1 = Q(d) = (d − a)(d − b)(d − c)R(d)

dir. Demek ki d − a, d − b, d − c say›lar› ya 1 ya da

−1, dolay›s›yla bu say›lar›n ikisi birbirine eflit ol-

mak zorunda, yani a, b, c say›lar›n›n ikisi birbirine

eflit olmak zorunda. Dolay›s›yla P(x)’in tamsay›

kökü olamaz. 

Y276. m ve n tamsay›lar› 1’den büyük. n3 − 1
say›s› m’ye, m − 1 de n’ye bölünür. m = n3/2 + 1 ve

m = n2 + n + 1 eflitliklerinden birinin do¤ru olmas›

gerekti¤ini kan›tlay›n.

Çözüm. n3 −1 say›s› m’ye bölündü¤ünden,

n3 − 1 = km

olacak flekilde bir k ≥ 1 tamsay›s› bulunur. m − 1 sa-

y›s› n’ye bölündü¤ünden m ≡ 1(mod n)’dir. O hal-

de k ≡ −1(mod n)’dir, dolay›s›yla k = sn − 1 olacak

flekilde bir s ≥ 1 tamsay›s› bulunur. sn − 1 say›s› 

n3 − 1’i böldü¤ünden (sn − 1)|(n3 − 1 − sn + 1) ve bu-

radan da (n ile sn − 1 aralar›nda asal oldu¤undan)

(sn − 1)|(n2 − s)

elde edilir. Bu durumda (sn − 1)|(sn2 − s2)’dir ve

sn2 − s2 = n(sn − 1) + n − s2 eflitli¤inden

(sn − 1)|(n − s2)

elde edilir. 

fiimdi s = n1/2 ise,

elde edilir. Bundan böyle s ≠ n1/2 olsun.

iliflkilerinden s < n2 oldu¤u anlafl›l›r.

E¤er 1 < s < n1/2 ise, 0 < n − s2 < sn – n < 

sn − 1, ama o zaman da sn − 1 say›s› n − s2’yi böle-

mez. E¤er n1/2 < s < n ise, 0 < s2 − n < sn − 1’dir,

dolay›s›yla s2 − n say›s› sn − 1’e bölünemez. E¤er n

≤ s < n2 ise, 0 < n2 − s ≤ sn – s < sn – 1’dir, dolay›-

s›yla n2 − s say›s› sn − 1’e bölünemez. Tek bir du-

rum kal›yor: s = 1. Demek ki k = sn – 1 = n − 1 ve

dir. Böylece ya m = n3/2 + 1 ya m = n2 + n + 1’dir.

Y277. Ters yaz›l›m›yla çarp›ld›¤›nda, son üç

basama¤› s›f›r olan sekiz basamakl› bir say› veren

tüm dört basamakl› say›lar› bulun.

Çözüm. Say›n›n ters yaz›l›m›yla çarp›m› 1000 =

23⋅53 say›s›na bölündü¤ünden ve say›n›n ters yaz›-
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l›m› 0’la bafllayamayaca¤›ndan (dolay›s›yla say›n›n

kendisi 0’la bitemeyece¤inden) say›n›n kendisi veya

ters yaz›l›m› 125’e bölünen tek say› olacak, ve s›ra-

s›yla ters yaz›l›m› veya kendisi 8’e bölünecek ama

5’e bölünmeyecek. 125’e bölünen tek say› a125,

b375, c625, d875 fleklinde olabilir. Bunlar›n ters

yaz›l›mlar› olan 521a, 573b, 526c, 578d say›lar›n›n

8’e bölünmesi için a = b = 6, c = d = 4 olmal›d›r.

Yan›t: 6125, 6375, 4625, 4875, 5216, 5736,

5264, 5784.

Y278. 2n + 1 kifliden oluflan bir toplulukta, her

n kiflilik grup için, bir grubun tüm bireylerini tan›-

yan ve bu grupta bulunmayan biri vard›r. Bu top-

lulukta herkesi tan›yan birinin varl›¤›n› kan›tlay›n.

Çözüm. Önce k’ye göre tümevar›mla, her k =

2, 3, ..., n+1 için hepsi birbiriyle tan›flan k kiflinin

bulundu¤unu kan›tlayal›m. k = 2 durumu aç›kt›r.

k ≤ n için sorunun do¤ru oldu¤unu, yani hepsi bir-

biriyle tan›flan k kifli bulundu¤unu varsayal›m. Bu

k kifliye n − k kifli de ekleyerek bunlar›n hepsini ta-

n›yan bunlar›n d›fl›nda bir kifli bulundu¤unu görü-

rüz. Bu kifliyi de alarak hepsi birbiriyle tan›flan k +

1 kiflilik bir grup elde ederiz. Tümevar›m bitti. O

halde hepsi birbiriyle tan›flan n + 1 kifli bulunur:

A1, A2, ..., An+1. Geri kalan n kiflinin herbiriyle ta-

n›flan, bunlar›n d›fl›nda (yani A1, A2, ..., An+1 kifli-

lerinden biri olan) bir kifli (diyelim Am) bulunur.

Am tüm 2n + 1 kifliyle tan›fl›yor. 

Y279. Tekdüze (monoton) artan � : [0,1] → R

fonksiyonu �(0) = 0 eflitli¤ini ve �(1) > 1 eflitsizli¤i-

ni sa¤l›yor ve ayr›ca e¤er a, b, a + b ∈ [0,1] ise f(a)

+ �(b) ≥ �(a+b) eflitsizli¤i gerçeklefltiriyor.

s(n) = �(1) + �(1/2) + �(1/3) + ... + �(1/n)

dizisinin s›n›rl› olmad›¤›n› gösterin.

Çözüm. a(n) = 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n dizisi s›-

n›rl› de¤il (bknz. MD 2003-II Sayfa 67). Gerçek-

ten, her k pozitif tam say›s› için 

oldu¤undan,

a(2m) = 1 + 1/2 + (1/3+1/4) + (1/5+1/6+1/7+1/8) +

... + (1/(2m−1+1)+ ... +1/2m) ≥ 1 + m/2

eflitsizli¤i sa¤lan›r, dolay›s›yla a(n) s›n›rl› de¤il. Her

n =1, 2,... için s(n) ≥ c⋅a(n) olacak flekilde n’den

ba¤›ms›z bir c > 0 sabiti bulursak, s(n)’nin de s›n›r-

s›z oldu¤unu göstermifl oluruz.

Her x ∈ [0, 1/2] için,

�(2x) = �(x+x) ≤ �(x) + �(x) = 2f(x) (*)

eflitsizli¤i sa¤lan›r.

Her x ∈ (0, 1] için �(x) ≥ �(1)x/2 eflitsizli¤inin

sa¤land›¤›n› gösterece¤iz. Bunu, n’ye göre tümeva-

r›mla her x ∈ [1/2n, 1/2n−1] için gösterece¤iz. E¤er

n = 1 ise, x ∈ [1/2, 1] için, �(x) ≥ �(1/2) ≥ �(1)/2 ≥
�(1)x/2 elde ederiz (ikinci eflitsizlikte (*) uygulan-

m›flt›r). Eflitsizli¤in [1/2n, 1/2n−1] aral›¤›nda do¤ru

oldu¤unu varsayal›m. x ∈ [1/2n+1, 1/2n] ise, 2x ∈
[1/2n, 1/2n−1] oldu¤undan, 2�(x) ≥ �(2x) ≥ �(1)x,

buradan da �(x) ≥ �(1)x/2 elde ederiz. Her x ∈
(0, 1] say›s› [1/2n, 1/2n−1] aral›klar›ndan birinde

bulundu¤undan �(x) ≥ �(1)x/2 eflitsizli¤i (0, 1] ara-

l›¤›nda do¤rudur. fiimdi c = �(1)/2 al›rsak, 

s(n) = �(1) + �(1/2) + ... + �(1/n) ≥
c⋅1 + c⋅(1/2) + ... + c⋅(1/n) = c⋅a(n)

eflitsizli¤ini elde ederiz.

Y280. Her üç eleman›ndan birinin yine o üçlüden

bir baflkas›na bölündü¤ü sonlu bir pozitif tamsay›lar

kümesi verilmifltir. Bu kümenin tüm elemanlar›n›n,

ayn› renkten olan her iki elemandan biri di¤erini bö-

lecek flekilde iki renge boyanabilece¤ini kan›tlay›n›z.

Çözüm. Say›lar› küçükten büyü¤e do¤ru s›rala-

yarak en küçü¤ünü a rengine boyayal›m ve bu say›-

ya a1 diyelim. ‹kinci say› a1’e bölünüyorsa, bunu da

a rengine boyayal›m ve bu say›ya a2 ile gösterelim.

Üçüncü say› a2’ye bölünüyorsa, yine a rengine bo-

yayal›m ve a3 ile gösterelim vs. Bunlar› sa¤lamayan

ilk say›y› b rengine boyayal›m ve b1 ile gösterelim.

Kofluldan dolay›, bundan sonra gelen say› ya a ren-

gindeki say›lar›n en büyü¤üne ya da b1’e bölüne-

cek. Sadece birine bölünüyorsa, bölündü¤ü say›n›n

rengine boyayal›m ve uygun numaray› verelim. Her

ikisine bölünüyorsa, geçici olarak c rengine boyaya-

l›m ve c1’le gösterelim. Bir sonraki say› c1’e bölünü-

yorsa, c rengine boyayal›m ve c2 ile gösterelim vs.

Bu ifllemler s›ras›nda say›lar biterse, ci’lerin hepsini

a veya b rengine boyar›z. Diyelim ki, c1|c2| ... |cn ve

bir sonraki x say›s› cn’ye bölünmüyor. a ve b ren-

gindeki en büyük say›lar birbirlerine bölünmedi¤in-

den, x bunlardan birine bölünecek. x’i bölündü¤ü

say›n›n rengine (ikisine de bölündü¤ü takdirde her-

hangi birinin rengine), c1, c2, ..., cn say›lar›n› da di-

¤er renge boyayal›m. Bu durumda yine a ve b ren-

gindeki en büyük say›lar birbirine bölünmeyecek ve

ayn› renkten olan say›lar birbirine bölünecek. Ayn›

ifllem say›lar bitene kadar devam ettirilebilir. ♦
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