Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Kapak Konusu: Cizgeler

Sonsuz Ramsey Teoremi

Ali Nesin* / anesin@bilgi.edu.tr

s Sonsuz sayida insanin
i::ﬂ bulundugu bir toplulukta,

Oyle sonsuz sayida insan secebi-

s

birbirini tansin ya da higbiri kimseyi tanimasin?

lir miyiz ki, bu sectigimiz insanlarin ya hepsi

Yanit, okurun da tahmin ettigini sandigim gibi,
“evet, secebiliriz”dir. Bu, Ramsey adli bir matema-
tikginin kanitladigi ¢ok tinlii bir teoremin sonucudur.

Once soruyu matematiksellestirelim. Her insa-
ni bir nokta olarak gosterelim. Eger iki insan birbi-
rini taniyorsa, bu iki insana egdiisen noktalari kir-
mizt bir kenarla birlegtirelim. Eger iki insan birbi-
rini tanimiyorsa, bu iki insana esdiisen noktalari
mavi bir kenarla birlegtirelim. Her ikisi kirmizi ya
da mavi bir kenarla birlegtirilmis sonsuz noktali bir
cizge elde ettik. Bu noktalar arasindan, hep aym
renkle (ya hep kirmiziyla ya hep maviyle) birlesti-
rilmis sonsuz sayida nokta bulacagiz.

Kanitimiz1 iki asamada gergeklestirecegiz. Bi-
rinci agamada oyle sonsuz tane

Agy A1y Ay A3y woe sdjs Aj 4 1> Aj 4 2y -oe
noktas: bulacagiz ki, her g; kendisinden sonra gelen
Aiv 15425 Aj 4 35 -
noktalariyla ayni renk kenarla (ya hep kirmizi, ya
hep mavi kenarla) baglanmis olacak.

Birinci noktay: se¢mek kolay. Herhangi bir a
noktast isi gorir. aq, dy, a3,... noktalarini biraz da-
ha dikkatli segecegiz. Bu ay, a,, as,... noktalarin
oyle se¢meliyiz ki, a noktasi bu noktalarla hep ay-
ni renk kenarla baglanmig olsun.

ag noktasi, obiir noktalarla ya kirmuzi ya da
mavi bir kenarla baglanmugtir. Sonsuz tane nokta
oldugundan ve yalnizca iki renk kenar oldugun-
dan, gy’ in ayni renk kenarla baglandig1 sonsuz ta-
ne nokta vardir. gy’in hep aym renk kenarla bag-
landig1 sonsuz bir nokta kiimesi alalim. Bu kiime-
ye A diyelim. Demek ki,

ag, Ag’in noktalariyla hep ayni renk
kenarla baglanmustir.
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Bunu aklimizda tutalim. a4, a,, as,... noktala-
rin1 bu A kiimesinde sececegiz. Boylece a nokta-
s1 istedigimiz kosulu saglamis olacak.

Simdi Ay’dan herhangi bir a; noktas: ala-
lim. a; noktasi, Ay’in 6biir noktalarina ya kuir-
miz1 ya da mavi bir renkle baglanmistir. Ay’da
sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki
rengimiz oldugundan, A kiimesinde, a;’in ayn
renk kenarla baglandig: sonsuz tane nokta var-
dir. Yani, ya

{a € Ag: aaq kirmuzi}
kiimesi, ya da
{a € Ay: aa; mavi}
ktimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina
Aq adini verelim. Demek ki, A < A ve
aq, Ay’in noktalariyla hep ayni renk
kenarla baglanmustir.

ay, a3, dg,... noktalarii A, de segecegiz ve boy-
lece yukardaki kosul a4 i¢in saglanmis olacak.

Simdi A{’den herhangi bir a, noktasi ala-
lim. a, noktast A{’in 6biir noktalariyla ya kuir-
mizit ya da mavi bir kenarla baglanmistir. A{’de
sonsuz nokta oldugundan ve yalnizca iki rengi-
miz oldugundan, A;’de, a;’in hep ayni renkle
baglandigi sonsuz tane nokta vardir. Bir bagka
deyisle, ya

{a € A : aay kirmuzi}
kiimesi, ya da
{a € Ay : aa, mavi}
ktimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina
A, adini verelim. Demek ki,
a5, Ay’nin noktalariyla hep ayni renk
kenarla baglanmustir.

as, dy, ds, ... noktalarini Ay’de (dolayisiyla A4
ve A kiimelerinde de) sececegiz ve boylece yukar-
daki kosul a; i¢in (ve ay ve aq i¢in de) saglanmug
olacak.

Simdi A,’den herhangi bir a5 noktas: alalim.
Yukarda yaptiklarimizi a3 ve A, icin yapalim.
Ay’nin iginde, 6yle bir sonsuz Az kiimesi bulahm
ki, a3, A3’tin her noktasiyla hep ayn: renk kenarla
baglanmis olsun.
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Bunu boylece sonsuza degin siirdiirebiliriz. De-

mek ki, oyle

Aoy A1y A2y A3y Ay ey Ajy Ajy1s 2 oo
noktalar1 bulabiliriz ki, her nokta kendisinden sonra
gelen noktalarla ayni renk kenarla baglanmug olsun.

Kanitin birinci asamasini tamamladik. Sira
ikinci agamaya geldi.

Dikkatle sectigimiz bu ay, a1, a3, a3,... nokta-
larinin herbirine bir renk verecegiz. Eger bir nok-
ta kendisinden sonra gelen noktalarla hep kirmi-
71 kenarla baglanmigsa, o noktaya kirmizi nokta
diyecegiz. Yoksa, o noktaya mavi nokta diyece-
giz. Ornegin, eger a( noktasi, kendisinden sonra
gelen ay, a,, az,... noktalariyla hep kirmuzi bir ke-
narla baglanmigsa, a, noktasina kirmizi nokta di-
yecegiz. Eger a5 noktas: kendisinden sonra gelen
ag, a7, dg,... noktalariyla hep mavi kenarla bag-
lanmuigsa, a5 noktasina mavi nokta diyecegiz.

Sonsuz sayida nokta oldugundan ve yalnizca
iki rengimiz oldugundan,

ag, A1, Ay, A3y ...
noktalarindan sonsuz tanesi ayni renk noktadir.
Bir bagka deyisle, ya kirmizi noktalar kiimesi ya da
mavi noktalar kiimesi sonsuzdur. Matematiksel
olarak soyleyecek olursak, ya
{a;: a; kirmiz1 bir nokta}
ya da
{a; : a; mavi bir nokta}
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kiimesi sonsuzdur. Iki kiime birden de sonsuz ola-
bilir, ama en azindan birinin sonsuz oldugunu bili-
yoruz. Iki kiimeden sonsuz olanini alalim. Obiir
noktalar1 atalim. Noktalarimizi yeniden adlandira-
rak, her noktanin ayni renk oldugunu varsayabili-
riz, diyelim hepsi kirmizi. Demek ki,
ag, A1, Ay, A3y Ags-e..

noktalarinin herbirinin kirmizi oldugunu varsayi-
yoruz. Bu kiimeden iki nokta alalim: 4, ve a;. Diye-
lim 4, ’den daha kiictik. a;, kirmiz1 bir nokta oldu-
gundan, a; noktasi a; noktastyla kirmizi bir kenar-
la baglanmistir. Demek ki yukardaki sonsuz nokta
birbirleriyle ayni renk kenarla (kirmiziyla) baglan-
mustir. Ramsey’in teoremi kanitlanmis oldu.

Elbette iki renkle yaptigimizi G¢ renkle, dort
renkle, genel olarak sonlu sayida renkle de yapabi-
lirdik. Ramsey’in asil teoremi de zaten genel olarak
n renk igindir:

Sonsuz Ramsey Teoremi: n renk ve sonsuz
sayida noktanuz olsun. Her iki nokta, bu n renk-
ten birine boyanmus bir kenarla birlestirilmis ol-
sun. O zaman, ber iki noktasi ayni renk kenarla
birlestirilmis sonsuz sayida nokta vardir. ¢
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