
ALIfiTIRMA PROBLEMLER‹

A281. Negatif olmayan a, b ve c tamsay›lar›

28a + 30b + 31c = 365 eflitli¤ini sa¤lar. a + b + c =

12 eflitli¤ini kan›tlay›n›z.

A282. M ve K noktalar›nda kesiflen iki çembe-

rin bir ortak te¤eti çizilmifltir. A ve B te¤etin çem-

berlere de¤me noktalar› olsun. m(AMB) + m(AKB)

= 180o oldu¤unu gösteriniz.

A283. A = {1, 2, 3} olsun. Her a ∈ A için

ƒ(ƒ(ƒ(a))) = a eflitli¤ini sa¤layan kaç ƒ : A → A

fonksiyonu bulunur?

A284. Ayfle ve Betül ayn› anda ve ayn› yerden

yola ç›k›yorlar ve ayn› yönde gidiyorlar. Ayfle yü-

rüyor, Betül kofluyor. Betül 400 ad›m kofltuktan

sonra geri dönüyor. Bu anda Ayfle ad›mlar›n› say-

maya bafll›yor ve 100 ad›m att›ktan sonra Betül’le

karfl›lafl›yor. Hangisinin ad›m› daha uzundur?

A285. a1, a2, …, a16 gerçel say›lar› çember bo-

yunca yaz›lm›flt›r. Ardarda gelen her üç say›n›n

toplam› 2’den küçük de¤il, ardarda gelen her befl

say›n›n toplam› da 4’den büyük de¤il. a1 − a2 far-

k›n›n alabilece¤i en büyük de¤eri bulunuz.

YARIfiMA PROBLEMLER‹

Y281. n2 − 5n + 7 say›s›n›n bir tamsay›n›n ka-

resine eflit olmas›n› sa¤layan tüm n tamsay›lar›n›

bulunuz.

Y282. Bir aç› kenar› üzerinde bir A noktas›

al›nm›flt›r. Aç›n›n kenar›na A noktas›nda te¤et

olan ve aç›n›n di¤er kenar›n› kesen (kesiflim nokta-

lar› B ve C olsun) tüm çemberleri alal›m. Böyle el-

de edilmifl tüm ABC üçgenlerinin içte¤et çemberle-

rinin merkezlerinin ayn› do¤ru üzerinde bulundu-

¤unu kan›tlay›n›z.

Y283. Do¤ru üzerinde (yani do¤runun noktala-

r›ndan oluflan) 100 küme verilmifltir: A1, A2, ...,

A100. Bu kümelerin herbiri 100 ayr›k aral›¤›n birlefli-

midir. A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ A100 kümesinin en fazla 9902

ayr›k aral›¤›n birleflimi olarak yaz›laca¤›n› gösteriniz.

Y284. n × n boyutlu tablodan, her sat›rdan ve

her sütundan birer kez olmak üzere n eleman al›n-

d›¤›nda bu say›lar›n toplam› hep ayn› say›ya eflitse,

bu tabloya “ilginç” tablo denir. Her “ilginç” tab-

lonun, birinde her sütundaki elemanlar birbirine

eflit, di¤erinde de her sat›rdaki elemanlar birbirine

eflit olmak üzere, iki tablonun toplam› fleklinde

gösterilebilece¤ini gösteriniz.

Y285. a ve b, hiçbiri −1’e eflit olmayan tamsa-

y›lar olsun. x2 + ax + b + 1 = 0 denkleminin bir

tamsay› çözümü varsa, a2 + b2 say›s›n›n asal olma-

d›¤›n› gösteriniz.

ESK‹ SORULARA ÇÖZÜMLER (Aral›k

2002, cilt 11, say› 5)

A271. A pozitif tamsay›s›n›n rakamlar› soldan

sa¤a artan s›rayla dizilmifltir. 9A say›s›n›n basa-

maklar›n›n toplam›n› bulunuz.

Çözüm. A’n›n basamaklar› artan s›rayla dizil-

di¤inden 10A say›s›n›n basamaklar›, birler basa-

ma¤› d›fl›nda A say›s›n›n uygun basamaklar›ndan

büyüktür, dolay›s›yla 9A = 10A − A ç›karma iflle-
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minde sadece onlar basama¤›ndan 1 al›narak bir-

ler basama¤›na 10 eklenecek. 10A ve A say›lar›n›n

basamaklar› toplam› ayn› oldu¤undan 9A say›s›n›n

basamaklar› toplam› 9 olacak.

A272. ABCD paralelkenar›n›n köflelerinin kesi-

flim noktas› O’dur. A, O ve B noktalar›ndan geçen

çember BC’ye te¤ettir. B, O ve C noktalar›ndan ge-

çen çemberin CD’ye te¤et oldu¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm. m(OCD) = m(OAB) = m(OBC) oldu-

¤undan (son eflitlik te¤etlikten), CD do¤rusu, B, O

ve C noktalar›ndan geçen çembere te¤ettir.

A273. On alt› karta 1’den 16’ya kadar tüm

tamsay›lar yaz›lm›flt›r. Bu kartlar, herhangi iki

komflu kart›n üzerindeki say›lar›n toplam› tam ka-

re olacak flekilde s›ralanabilir mi?

Çözüm. Evet: 16, 9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13,

3, 6, 10, 15, 1, 8.

A274. A flehrinden B flehrine bir bisikletli ve

ayn› anda B’den A’ya motorsikletli yola ç›kt›. Bun-

lar saat 14,00’da karfl›laflt›lar. Bisikletli iki kat da-

ha h›zl› gitseydi saat 13,30’da karfl›laflacaklard›.

Motorsikletli iki kat fazla h›zla gitseydi 13,12’de

karfl›laflacaklard›. Bisikletli ve motorsikletli saat

kaçta yola ç›km›fllard›?

Çözüm. A ile B aras›ndaki uzakl›k s, bisikletli-

nin h›z› a, motorsikletlinin h›z› b, ilk karfl›laflmaya

kadar geçen zaman t olsun.O halde flu denklemle-

ri yazabiliriz: s = (a + b)t = (t − 1/2)(2a +b) = (t −
4/5)(a + 2b). ‹lk iki eflitlikten, önce a + b = s/t, 2a

+ b = s/(t−1/2) ç›kar, sonra da a = s/(t − 1/2) − s/t

ve b = 2s/t − s/(t − 1/2) elde edilir. Bunlar a + 2b =

s/(t − 4/5) denkleminde yerine yaz›ld›¤›nda, 

2/(2t−1) − 1/t + 4/t − 4/(2t − 1) = 5/(5t − 4)

denklemi elde edilir. Sadelefltirildikten sonra bu

denklem 5t2 − 13t + 6 = 0 denklemine dönüflüyor.

Bu denklemin t1 = 2 ve t2 = 3/5 çözümlerinden

ikincisi koflullar› sa¤lamaz, çünkü 3/5 < 4/5’tir.

Böylece t = 2’dir, yani bisikletli ve motorsikletli sa-

at tam 12:00’da yola ç›km›fllar.

A275. Yüz gerçel say›n›n toplam› s›f›rd›r. Her

k ≥ 1 için ilk k say›n›n toplam› negatif olmayacak

biçimde bu say›lar›n s›ralanabilece¤ini kan›tlay›n›z.

Çözüm. Önce varsa 0’lar› (bunlar a1, a2, …,

am olsun), sonra pozitif say›lar› (am+1, am+2, …,

an), daha sonra da negatif say›lar› (an+1, an+2, ...,

a100) alarak say›lar› s›ralayal›m. ‹stedi¤imiz s›rala-

ma budur.

Y271. Üçüncüden bafllayarak tüm terimleri 

için eflitli¤i sa¤lanan tüm 

s›n›rl› a1, a2, a3, ... pozitif tamsay› dizilerini bulu-

nuz.

Çözüm. Sadece sabit 2 dizilerinin, yani her n

∈ N için an = 2 eflitli¤ini sa¤layan dizilerin verilen

koflulu sa¤lad›¤›n› gösterece¤iz. 

Komflu olan iki an, an+1 terimlerinin aralar›nda

asal oldu¤unu varsayal›m. O halde OBEB(an, an+1)

= OBEB(an + an+1, an+1) = OBEB(an+2, an+1) olacak,

yani tüm sonraki komflu terimler de aralar›nda asal

olacak ve her m ≥ n için am+2 = am+1 + am eflitli¤i sa¤-

lanacak. Dizi s›n›rl› oldu¤undan bu olamaz. Dola-

y›s›yla her n için OBEB(an, an+1) ≥ 2’dir.

E¤er an+2 = an+1 = 2 olacak flekilde bir n bulu-

nursa, OBEB(an, an+1) ya 1 ya 2 olmak zorunda,

ama 1 olamayaca¤›n› yukarda gördük, demek ki

OBEB(an, an+1) = 2; bundan da an = 2 ç›kar. Bu

ak›l yürütmeyi geriye ve ileriye do¤ru sürdürürsek,

dizinin sabit 2 dizisi oldu¤unu  anlar›z.

fiimdi, hiçbir zaman iki tane 2’nin hiçbir zaman

peflpefle gelmeyece¤ini varsayal›m. bn = max{an,

an+1} olsun. Herhangi bir n alal›m. E¤er an ≠ an+1 ise,

E¤er an = an+1 ise,

Demek ki her iki durumda da an+2 < bn.  Bundan

da bn+1 ≤ bn ç›kar. Ve hem an+2 < bn hem de an+3

< bn+1 ≤ bn oldu¤undan, bn+2 < bn. Demek ki po-

zitif tamsay›lardan oluflan (b2n)n dizisi sonsuz aza-

land›r. Bu mümkün olmad›¤›ndan, koflullar› sade-

ce, her n için an = 2 efl›tli¤›ni gerçekleyen (an)n
dizisi sa¤lar.

Y272. Düzlem üzerindeki üç d›flbükey (kon-

veks) çokgenin tek bir do¤ruyla kesilmemesi için

gerek ve yeter koflul bu çokgenlerin herbirinin di-

¤er ikisinden bir do¤ruyla ayr›labilmesidir (yani

öyle bir do¤ru bulunacak ki bu çokgen do¤runun

bir taraf›nda, di¤er iki çokgen de do¤runun di¤er

taraf›nda kalacak.) Kan›tlay›n›z.

Çözüm. (⇒) A, B, C d›flbükey çokgenlerinden

herbirinin di¤er ikisinden do¤ruyla ayr›labilece¤i-

ni, fakat üçünün bir l do¤rusuyla kesilebilece¤ini

varsayal›m. Bu do¤runun A, B, C üzerinde bulu-
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nan s›ras›yla X, Y, Z noktalar›n› alal›m. Y nokta-

s›n›n X ve Z aras›nda oldu¤unu varsaymak bize bir

fley kaybettirmez. O zaman B’yi A ve C’den ay›ran

do¤ru Y noktas›n› da X ve Z noktalar›ndan ay›ra-

cak. Bunun için bu do¤runun l do¤rusuyla iki nok-

tada (X ile Y aras›nda ve Y ile Z aras›nda) kesme-

si gerekmektedir. Bu olamayaca¤›ndan, A, B, C

çokgenlerini bir do¤ru kesemez.

(⇐) Çokgenlerin üçünü de kesen bir do¤ru bu-

lunmad›¤›n› varsayal›m. A çokgeninin B ve C’den

bir do¤ruyla ayr›labilece¤ini göstermek için B ile

C’nin ortak te¤etlerinden A’ya en yak›n olan›n›

alal›m. Bu do¤ru A’y› kesemez, çünkü aksi takdir-

de A, B, C’nin üçünü de kesen bir do¤ru buluna-

cakt›r. fiimdi bu do¤ruyu hafifçe A’ya do¤ru öteler-

sek, A’y›, B ve C’den ay›ran bir do¤ru elde ederiz.

Y273. Bir kare dokuz yatay ve dokuz dikey

do¤ruyla yüz dikdörtgene bölündü. Bu dikdört-

genlerden tam dokuzunun kare oldu¤u biliniyorsa

bu karelerden en az ikisinin birbirine eflit oldu¤unu

kan›tlay›n›z.

Çözüm. Dokuz yatay (dikey) do¤ru kareyi on

fleride bölüyor. Dokuz küçük karenin hepsi birbi-

rinden farkl› olsayd›, bunlar farkl› yatay (dikey) fle-

ritlerde bulunacakt›. Bu durumda geriye kalan

onuncu yatay ve dikey fleritlerin genifllikleri birbi-

rine eflit olacakt›. O halde bu yatay ve dikey flerit-

lerin kesiflimindeki dikdörtgen kare olacak, yani

onuncu bir kare bulunacakt›. Koflulda sadece do-

kuz kare bulundu¤u söyleniyor. Böylece kareler-

den birbirine eflit olanlar vard›r.

Y274. (an)n ve (bn)n gerçel say› dizileri flöyle

tan›mlan›yor: Herhangi iki a0 > 0 ve b0 < 0 say›la-

r› al›n›yor. x2 + anx + bn = 0 denkleminin pozitif

kökü an+1, negatif kökü de bn+1 olarak al›n›yor.

Bu dizilerin limitlerini bulunuz.

Çözüm. Vieta teoreminden an = −(an+1 + bn+1)

= an+2 + bn+2(1 − an+2) elde edilir. bn+2 < 0 oldu-

¤undan, a1 > 1 ise, a1 > a3 > ... > a2m+1 > ... >1 ola-

cak, çünkü bir m için a2m+1 < 1 olsayd›, yukar›da-

ki eflitlikten a2m−1 < a2m+1 < 1 ve ayn› eflitli¤i m

kez kullanarak a1 < 1 elde edecektik. Di¤er taraf-

tan bir m için a2m–1 ≤ a2m+1 olsayd›, yine yukar›-

daki eflitlikten 0 ≥ a2m–1 − a2m+1 = b2m+1(1 −
a2m+1) > 0 elde edecektik. Benzer biçimde a1 < 1

ise, a1 < a3 < ... < a2m+1 < ... < 1 elde edilir. Her iki

durumda (a2m+1)m dizisi monoton ve s›n›rl›d›r, do-

lay›s›yla bir A1 limiti vard›r. Benzer biçimde

(a2m)m dizisinin de bir A2 limiti bulunur. bn = −(an

+ an+1) oldu¤undan, (bn)n dizisinin de 

B = −(A1 + A2)’ye eflit limiti bulunur. fiimdi bn =

an+1bn+1 eflitli¤inin limitini alarak B = BA1 = BA2

eflitli¤ini elde ederiz. B = 0 olsayd› A1 + A2 = 0 ola-

cakt›. A1 > 0 ve A2 > 0 oldu¤undan bu mümkün

de¤ildir. Dolay›s›yla A1 = A2 = 1 ve B = −2’dir.

Y275. 1’den 1.000.000’a kadar tüm tamsay›-

lar beyaz veya siyah renge boyanm›flt›r. Her ad›m-

da bu say›lardan herhangi birisi al›n›p, bu say› ve

bu say›yla ortak böleni olan tüm say›lar karfl›t ren-

ge boyan›yor. Bafllang›çta tüm say›lar siyah ise bu

ifllemlerle tüm say›lar beyaz yap›labilir mi?

Çözüm. Soruyu genellefltirerek, n üzerine tüme-

var›mla, n say›dan oluflan her pozitif tamsay›lar kü-

mesinin soruda verilen koflullar alt›nda beyaz renge

boyanabilece¤ini gösterelim. n = 1 durumu aç›kt›r. n

için boyaman›n mümkün oldu¤unu varsayarak, n +

1 için de mümkün olaca¤›n› gösterelim. Bu n + 1 sa-

y›dan herhangi n tanesi al›nd›¤›nda, varsay›mdan

dolay› bunlar beyaz renge boyanabilir. Bir n eleman-

l› altküme beyaz renge boyand›¤›nda geriye kalan

say› da beyaz renge boyanm›flsa problem çözülmüfl-

tür. Her n elemanl› altküme beyaz renge boyand›¤›n-

da geriye kalan say›n›n siyah olaca¤›n› varsayal›m.

Sav: Tek say›da beyaz say› elde edilebilirse,

tüm say›lar beyaz renge boyanabilir.

Tek say›da beyaz say› elde etti¤imizi varsaya-

l›m. Bu beyaz say›lar›n herbiri için geriye kalan n

say› karfl› renge (beyazsa siyaha, siyahsa beyaza)

boyanabilir. Sonuçta, beyaz say›lar çift say› kez, si-

yah say›lar da tek say› kez renk de¤ifltirdi¤i için sa-

y›lar›n hepsi beyaz olacak. Sav›m›z kan›tlanm›flt›r.

n + 1 çift say› ise, n tane say›y› beyaz renge bo-

yayarak tek say›da (n tane) beyaz say› elde ederiz

ve bu durumda Sav’dan dolay› tüm say›lar beyaz

renge boyanabilir.

n + 1 tek say› olsun. Say›lar a1, a2, ..., an+1 ve

her i = 1, 2, ..., n + 1 için ai say›s›yla ortak böleni

olan say›lar›n say›s› mi olsun. Ortak böleni olan

{ai, aj} ikililerinin say›s› oldu¤undan, 

mi say›lar› aras›nda tek olanlar›n say›s› çifttir.

Dolay›s›yla mi say›lar› aras›nda en az biri (diye-

lim mj) çifttir. fiimdi aj say›s›n› ve bununla ortak

böleni olan mj tane say›y› beyaz renge boyayarak

yine tek say›da beyaz say› elde ederiz ve Sav’› uy-

gular›z. ♥
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