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/ Bu bir yil siirecek bir yarigmadir. Grup halinde, Oklh
olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oziimlerini degil,
yalnizca yarigma problemlerinin ¢6ztimlerini yollayiniz. Ay-
rica litfen gu noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢oziimiint ayri bir kagida okunakli ve an-
lagilir bir bigimde yaziniz.

Kagidin sag tist kogesine adinizi, soyadinizi, adresinizi, 6g-
renciyseniz okulunuzu ve sinifinizi yaziniz.

Coziimleri, [zmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, Matema-
tik Boliimii, Giilbahce Kéyii, Urla Izmir adresine 31 Temmuz
2003 tarihine kadar adima gonderiniz.

Dogru yamit yollayanlar:

Y273 ve Y274: Mustafa Donmez ve Yagar Donmez.

Y273: Halil Kale Fen Lisesi ve Turgutlu Lisesi.

Y273: Uygar Polat, Yildiz Teknik Universitesi, Mate-
\matik Boliimii, 1.sinuf. /

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A281. Negatif olmayan a, b ve ¢ tamsayilari
28a + 30b + 31c = 365 esitligini saglar. a + b + ¢ =
12 esitligini kanitlayiniz.

A282. M ve K noktalarinda kesisen iki ¢cembe-
rin bir ortak tegeti ¢izilmigtir. A ve B tegetin ¢em-
berlere degme noktalari olsun. #2(AMB) + m(AKB)
= 180° oldugunu gosteriniz.

A283. A = {1, 2, 3} olsun. Her a € A icin
f(f(f(a))) = a esitligini saglayan kag f : A —> A
fonksiyonu bulunur?

A284. Ayse ve Betil ayn1 anda ve aymi yerden
yola ¢ikiyorlar ve aynm1 yonde gidiyorlar. Ayse yu-
riyor, Betiil kosuyor. Betiill 400 adim kostuktan
sonra geri dontiyor. Bu anda Ayse adimlarini say-
maya basliyor ve 100 adim attiktan sonra Betiil’le
kargilagiyor. Hangisinin adimi daha uzundur?

A285.aq,ay, ..
yunca yazilmigtir. Ardarda gelen her tg¢ sayinin

., a1 gergel sayilari cember bo-

toplami 2’den kiigiik degil, ardarda gelen her bes
saymnun toplami da 4’den biyik degil. a; — a, far-
kinin alabilecegi en buyiik degeri bulunuz.
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YARISMA PROBLEMLERI

Y281. #2 — Sn + 7 sayisinin bir tamsaymin ka-
resine esit olmasini saglayan tim » tamsayilarini
bulunuz.

Y282. Bir a¢1 kenari tizerinde bir A noktasi
alinmistir. Acinin kenarina A noktasinda teget
olan ve acinin diger kenarini kesen (kesisim nokta-
lar1 B ve C olsun) tim cemberleri alalim. Boyle el-
de edilmis tum ABC li¢genlerinin icteget cemberle-
rinin merkezlerinin ayni dogru tizerinde bulundu-
gunu kanitlayiniz.

Y283. Dogru tizerinde (yani dogrunun noktala-
rindan olusan) 100 kiume verilmistir: Aq, Ay, ...,
Aqo- Bu kiimelerin herbiri 100 ayrik arahigin birlesi-
midir. A; Ay N ... N Aqpo kiimesinin en fazla 9902
ayrik araligin birlegimi olarak yazilacagini gosteriniz.

Y284. 1 x n boyutlu tablodan, her satirdan ve
her stitundan birer kez olmak tizere # eleman alin-
diginda bu sayilarin toplami hep ayni sayiya esitse,
bu tabloya “ilging” tablo denir. Her “ilging” tab-
lonun, birinde her siitundaki elemanlar birbirine
esit, digerinde de her satirdaki elemanlar birbirine
esit olmak uzere, iki tablonun toplami seklinde
gosterilebilecegini gosteriniz.

Y285. a ve b, higbiri —1’e esit olmayan tamsa-
yilar olsun. x2 + ax + b + 1 = 0 denkleminin bir
tamsay1 ¢oziimii varsa, a2 + b2 sayisinin asal olma-
digin1 gosteriniz.

ESKI SORULARA COZUMLER (Aralik
2002, cilt 11, say1 5)

A271. A pozitif tamsayisiin rakamlar: soldan
saga artan swrayla dizilmistir. 9A sayisimn basa-
maklarimn toplammi bulunuz.

Coziim. A’nin basamaklari artan sirayla dizil-
diginden 10A sayisinin basamaklari, birler basa-
mag disinda A sayisinin uygun basamaklarindan
buiylktiir, dolayisiyla 9A = 10A — A ¢ikarma igle-
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minde sadece onlar basamagindan 1 alinarak bir-
ler basamagina 10 eklenecek. 10A ve A sayilarinin
basamaklari toplami ayni oldugundan 9A sayisinin
basamaklari toplami 9 olacak.

A272. ABCD paralelkenarmun kiselerinin kesi-
sim noktast O’dur. A, O ve B noktalarmdan gecen
cember BC’ye tegettir. B, O ve C noktalarindan ge-
cen cemberin CD’ye teget oldugunu kanitlayimz.

Céziim. m(OCD) = m(OAB) = m(OBC) oldu-
gundan (son esitlik tegetlikten), CD dogrusu, B, O
ve C noktalarindan gegen ¢cembere tegettir.

A273. On alti karta 1’den 16’ya kadar tiim
tamsayilar yazilmustir. Bu kartlar, herbangi iki
komsu kartin iizerindeki sayiarin toplanu tam ka-
re olacak sekilde siralanabilir mi?

Coziim. Evet: 16, 9,7,2, 14, 11, 5,4, 12, 13,
3, 6,10, 15,1, 8.

A274. A sebrinden B sebrine bir bisikletli ve
ayni anda B’den A’ya motorsikletli yola ¢ikti. Bun-
lar saat 14,00°da karsilastilar. Bisikletli iki kat da-
ha hizli gitseydi saat 13,30°da karsilasacaklard:.
Motorsikletli iki kat fazla bizla gitseydi 13,12°de
karsilasacaklardi. Bisikletli ve motorsikletli saat
kacta yola ctknuslardi?

Coziim. A ile B arasindaki uzaklik s, bisikletli-
nin hiz1 a, motorsikletlinin hiz1 b, ilk kargilagsmaya
kadar gegen zaman ¢ olsun.O halde su denklemle-
ri yazabiliriz: s = (@ + b)t = (t — 1/2)(2a +b) = (¢ —
4/5)(a + 2b). 1k iki esitlikten, once a + b = s/t, 2a
+ b = s/(t-1/2) ¢ikar, sonra da a = s/(t — 1/2) — s/t
ve b = 2s/t — s/(t — 1/2) elde edilir. Bunlar a + 2b =
s/(t — 4/5) denkleminde yerine yazildiginda,

2/(2t-1) = 1/t + 4/t — 4/(2t — 1) = 5/(S5t — 4)
denklemi elde edilir. Sadelestirildikten sonra bu
denklem 522 — 13¢ + 6 = 0 denklemine doniisiiyor.
Bu denklemin #; = 2 ve ¢, = 3/5 ¢6zumlerinden
ikincisi kosullari saglamaz, ¢tinki 3/5 < 4/5’tir.
Boylece ¢ = 2°dir, yani bisikletli ve motorsikletli sa-
at tam 12:00°da yola ¢ikmuglar.

A275. Yiiz gercel saymun toplami sifirdir. Her
k > 1 icin ilk k saymun toplami negatif olmayacak
bicimde bu sayilarm siralanabilecegini kanitlaymiz.

Coziim. Once varsa 0’lar1 (bunlar aq, as, ...,
a,, olsun), sonra pozitif sayilari (a,,,1, d,,2, -
a,), daha sonra da negatif sayilari (a,,,1, ,,,25 ---s
ajop) alarak sayilari siralayalim. Istedigimiz sirala-
ma budur.

Y271. Ugiinciiden baslayarak tiim terimleri
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g = ay1t+a, 2 11isi sadl Hi
g Yn OBEB(an_l,an_z) esitligi saglanan tiim

smirlt ay, ay, as, ... pozitif tamsay: dizilerini bulu-
nuz.

Coziim. Sadece sabit 2 dizilerinin, yani her #
e N i¢in a,, = 2 esitligini saglayan dizilerin verilen
kosulu sagladigini gosterecegiz.

Komgsu olan iki a,, a,,, 1 terimlerinin aralarinda
asal oldugunu varsayalim. O halde OBEB(a,,, 4,,, 1)
= OBEB(a, + a,,1, a,,,1) = OBEB(a,,,,, 4,,,1) olacak,
yani tiim sonraki komsu terimler de aralarinda asal
olacak ve herm>nigina,,,, =a,, | + a,, esitligi sag-
lanacak. Dizi sinirli oldugundan bu olamaz. Dola-
yistyla her 7 i¢in OBEB(a,,, a,,,1) > 2’dir.

Eger a,,, = a,,1 = 2 olacak sekilde bir 7 bulu-
nursa, OBEB(a,, a,,,1) ya 1 ya 2 olmak zorunda,
ama 1 olamayacagini yukarda gordiik, demek ki
OBEB(a,, a,,,1) = 2; bundan da a,, = 2 ¢ikar. Bu
akil ylrtitmeyi geriye ve ileriye dogru siirdiiriirsek,
dizinin sabit 2 dizisi oldugunu anlariz.

Simdi, hi¢bir zaman iki tane 2’nin hi¢bir zaman
pespese gelmeyecegini varsayalim. b, = max{a,,
a,,.1} olsun. Herhangi bir 7 alalm. Eger a,,# a,,, { ise,

A1+,

dyyy = <an+l+an<b
"*2 OBEB(a,,1,4a,) 2 "
Egera, _a,, ise,
A1 t+ay zan

%2 = OBEB(a,,1,a,)

Demek ki her iki durumda da a,,,, < b,,. Bundan
dab,, < b,ckar. Vehema,,, < b, hemdea,,;
<b,,1 <b, oldugundan, b,,, < b,. Demek ki po-
zitif tamsayilardan olugan (b,,,),, dizisi sonsuz aza-
landir. Bu miimkiin olmadigindan, kosullar: sade-
ce, her n i¢in a,, = 2 esitligini gercekleyen (a,,),,
dizisi saglar.

Y272. Diizlem iizerindeki iic disbiikey (kon-
veks) cokgenin tek bir dogruyla kesilmemesi icin
gerek ve yeter kosul bu cokgenlerin herbirinin di-
ger ikisinden bir dogruyla ayrilabilmesidir (yani
oyle bir dogru bulunacak ki bu cokgen dogrunun
bir tarafinda, diger iki cokgen de dogrunun diger
tarafinda kalacak.) Kanitlaymiz.

Coziim. (=) A, B, C digbiikey ¢okgenlerinden
herbirinin diger ikisinden dogruyla ayrilabilecegi-
ni, fakat tigtintin bir /¢ dogrusuyla kesilebilecegini
varsayalim. Bu dogrunun A, B, C lzerinde bulu-
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nan sirasiyla X, Y, Z noktalarini alalim. Y nokta-
sinin X ve Z arasinda oldugunu varsaymak bize bir
sey kaybettirmez. O zaman B’yi A ve C’den ayiran
dogru Y noktasini da X ve Z noktalarindan ayira-
cak. Bunun i¢in bu dogrunun ¢ dogrusuyla iki nok-
tada (X ile Y arasinda ve Y ile Z arasinda) kesme-
si gerekmektedir. Bu olamayacagindan, A, B, C
cokgenlerini bir dogru kesemez.

(<) Cokgenlerin tigtinti de kesen bir dogru bu-
lunmadigini varsayalim. A ¢okgeninin B ve C’den
bir dogruyla ayrilabilecegini gostermek igin B ile
C’nin ortak tegetlerinden A’ya en yakin olanim
alalim. Bu dogru A’y1 kesemez, ciinkii aksi takdir-
de A, B, Cnin ugtinu de kesen bir dogru buluna-
caktir. Simdi bu dogruyu hafifce A’ya dogru oteler-
sek, A’y1, B ve C’den ayiran bir dogru elde ederiz.

Y273. Bir kare dokuz yatay ve dokuz dikey
dogruyla yiiz dikdortgene boliindii. Bu dikdort-
genlerden tam dokuzunun kare oldugu biliniyorsa
bu karelerden en az ikisinin birbirine esit oldugunu
kanitlaymiz.

Coziim. Dokuz yatay (dikey) dogru kareyi on
seride boluiyor. Dokuz kiiciik karenin hepsi birbi-
rinden farkli olsaydi, bunlar farkli yatay (dikey) se-
ritlerde bulunacakti. Bu durumda geriye kalan
onuncu yatay ve dikey seritlerin genislikleri birbi-
rine egit olacakti. O halde bu yatay ve dikey serit-
lerin kesisimindeki dikdortgen kare olacak, yani
onuncu bir kare bulunacakti. Kosulda sadece do-
kuz kare bulundugu soyleniyor. Boylece kareler-
den birbirine esit olanlar vardir.

Y274. (a,), ve (b,), gercel say: dizileri soyle
tanimlaniyor: Herhangi iki ay > 0 ve by < 0 sayila-
r1 amiyor. x2 + a,x + b, = 0 denkleminin pozitif
kokii a,,q, negatif kokii de b, olarak almiyor.
Bu dizilerin limitlerini bulunuz.

Coziim. Vieta teoreminden a,, = —(a,,,1 + b,,.1)
=da,.+b,,(1—a,,) elde edilir. b,,, < 0 oldu-
gundan, a; > 1 ise, ay > a3 > ... > dy,,,1 > ... >1 ola-
cak, ciinkii bir 7 i¢in a,,,,,1 < 1 olsaydi, yukarida-
ki esitlikten a,,, 1 < ay,,,1 < 1 ve ayn esitligi m
kez kullanarak a; < 1 elde edecektik. Diger taraf-
tan bir m icin a,,, | < ay,,,1 olsaydi, yine yukari-
daki esitlikten 0 > ay,, 1 — d2,,01 = b2yt (1 —
r,,+1) > 0 elde edecektik. Benzer bicimde aq < 1
ise, dy < a3 < ... < dyy,,q < ... < 1 elde edilir. Her iki
durumda (a,,,,,1),, dizisi monoton ve sinirlidir, do-
layistyla bir A; limiti vardir. Benzer bicimde
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(@2,), dizisinin de bir A; limiti bulunur. b, = —(a,
+ an+1> (bn)n de
B = —(A{ + A,)’ye esit limiti bulunur. Simdi b,, =

oldugundan, dizisinin

n
a,,,1b,,,1 esitliginin limitini alarak B = BA| = BA,
esitligini elde ederiz. B = 0 olsayd1 A + A, = 0 ola-
cakti. Ay > 0 ve A, > 0 oldugundan bu mimkiin
degildir. Dolayisiyla A{ = A; = 1 ve B = —2’dir.

Y275. 1’den 1.000.000°a kadar tiim tamsay:-
lar beyaz veya siyah renge boyannugstir. Her adum-
da bu sayilardan berbangi birisi alvup, bu say: ve
bu sayryla ortak boleni olan tiim sayilar karsit ren-
ge boyamyor. Baslangicta tiim sayilar siyab ise bu
islemlerle tiim sayilar beyaz yapilabilir mi?

Coziim. Soruyu genellestirerek, 7 tizerine tiime-
varimla, 7 sayidan olugan her pozitif tamsayilar k-
mesinin soruda verilen kogullar altinda beyaz renge
boyanabilecegini gosterelim. 7 = 1 durumu aciktir. 7
i¢cin boyamanin miimkiin oldugunu varsayarak, 7 +
1 igin de miimkiin olacagini gosterelim. Bu 7 + 1 sa-
yidan herhangi # tanesi alindiginda, varsayimdan
dolay1 bunlar beyaz renge boyanabilir. Bir 7 eleman-
Ii altkiime beyaz renge boyandiginda geriye kalan
say1 da beyaz renge boyanmigsa problem ¢oziilmus-
tir. Her 7 elemanli altkiime beyaz renge boyandigin-
da geriye kalan sayinin siyah olacagini varsayalim.

Sav: Tek sayida beyaz say: elde edilebilirse,
tiim sayilar beyaz renge boyanabilir.

Tek sayida beyaz say1 elde ettigimizi varsaya-
lim. Bu beyaz sayilarin herbiri icin geriye kalan »
say1 kars1 renge (beyazsa siyaha, siyahsa beyaza)
boyanabilir. Sonugta, beyaz sayilar ¢ift say1 kez, si-
yah sayilar da tek say1 kez renk degistirdigi icin sa-
yilarin hepsi beyaz olacak. Savimiz kanitlanmistir.

n + 1 ¢ift sayl ise, 7 tane sayiy1 beyaz renge bo-
yayarak tek sayida (n tane) beyaz say1 elde ederiz
ve bu durumda Sav’dan dolay: tim sayilar beyaz
renge boyanabilir.

n + 1 tek say1 olsun. Sayilar ay, ay, ..., a,,,1 ve
heri=1, 2, ..,n+ 1 icin g; saysiyla ortak boleni
olan sayilarin sayist 72; olsun. Ortak boéleni olan
{a;, a;} ikililerinin saysi z:_’:llmi /2 oldugundan,

m; sayilar1 arasinda tek olanlarin sayist cifttir.
Dolayisiyla m; sayilari arasinda en az biri (diye-
lim 72) cifttir. $imdi a; sayisini ve bununla ortak
boleni olan 1; tane say1y1 beyaz renge boyayarak
yine tek sayida beyaz say1 elde ederiz ve Sav’1 uy-
gulariz. »



