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Bölümü taraf›ndan düzenlenen, iki aflamal›, lise-

leraras› ve oldukça kaz›k bir matematik yar›flma-

s›d›r. Afla¤›da, ikinci aflamada sorulan sorular (ki

bunlar özyap› dönüflümleriyle ilgilidir) ve bu so-

rular›n yan›tlar› verilmifltir1.

Tan›mlar: 

N = {0, 1, 2, ... } = do¤al say›lar kümesi.

S = {1, 2, 3, ... } = sayma say›lar› kümesi

Z = { ..., −2, −1, 0, 1, 2, ... } = tamsay›lar kü-

mesi

Q = {a/b : a, b ∈ Z, b ≠ 0} = kesirli (rasyonel)

say›lar kümesi

R = gerçel (reel) say›lar kümesi

X bir küme ve ƒ : X → X bir fonksiyon olsun.

E¤er ƒ fonksiyonu, her x, y ∈ X için,

x ≠ y ⇒ ƒ(x) ≠ ƒ(y)

koflulunu sa¤l›yorsa ƒ’ye birebir fonksiyon denir.

Yani ƒ : X → X fonksiyonunun birebir olmas› için

yeter ve gerek koflul, her x, y ∈ X için

ƒ(x) = ƒ(y) ⇒ x = y

koflulunu sa¤lamas›d›r.

E¤er her y ∈ X için, ƒ(x) = y eflitli¤ini sa¤la-

yan bir x ∈ X varsa o zaman ƒ fonksiyonuna ör-

ten fonksiyon denir.

E¤er ƒ hem birebir hem de örtense, ƒ’ye efllefl-

me (bijeksiyon) denir.

Sorular ve Yan›tlar›

1. N’den N’ye giden ve her x, y ∈ N için

x < y ⇔ ƒ(x) < ƒ(y)

özelli¤ini sa¤layan (yani s›ralamaya sayg› duyan)

tüm eflleflmeleri bulun. (3 puan)

Yan›t: ƒ, koflulu sa¤layan bir eflleflme olsun.

ƒ’nin birim fonksiyonu IdN oldu¤unu iddia ediyoruz. 

Önce ƒ(0) = 0 eflitli¤ini kan›tlayal›m. E¤er ƒ(0)

≠ 0 ise, o zaman 0 < ƒ(0) olur. x ∈ N, ƒ(x) = 0 eflit-

li¤ini sa¤las›n (ƒ örten oldu¤undan öyle bir x vard›r).

Demek ki ƒ(x) = 0 < ƒ(0) ve soruda verilen koflula

göre x < 0 olmal›, bir çeliflki. Demek ki ƒ(0) = 0.

fiimdi n > 0 olsun. ƒ(0) = 0, ..., ƒ(n − 1) = 

n − 1 eflitliklerini varsayarak ƒ(n) = n eflitli¤ini ka-

n›tlayal›m (tümevar›mla kan›t). x ∈ N, ƒ(x) = n

eflitli¤ini sa¤las›n (ƒ örten oldu¤undan öyle bir x

vard›r.) E¤er n < ƒ(n) ise, o zaman ƒ(x) = n < ƒ(n)

ve soruda verilen özellikten dolay› x < n. Ama o

zaman da, varsayd›¤›m›z eflitliklerden dolay›, n =

ƒ(x) = x, çeliflki. 

E¤er n > ƒ(n) ise, o zaman iki tarafa da ƒ’yi uy-

gulayarak, ƒ(n) > ƒ(ƒ(n)) = ƒ(n) elde ederiz. (Birin-

ci eflitsizlik soruda verilen özellikten dolay›, ikin-

ci eflitsizlik varsayd›¤›m›z eflitliklerden dolay›),

gene çeliflki.

Demek ki ƒ(n) = n.

2. Z’den Z’ye giden ve her x, y ∈ Z için 

x < y ⇔ ƒ(x) < ƒ(y)

özelli¤ini sa¤layan (yani s›ralamaya sayg› duyan)

tüm eflleflmeleri bulun. (3 puan)

Yan›t: Herhangi bir n tamsay›s› için, tn(x) = 

x + n eflitli¤iyle tan›mlanm›fl eflleme Z’den Z’ye gi-

den ve soruda verilen özelli¤i sa¤layan bir eflleflme-

dir. Bundan baflka soruda verilen özelli¤i sa¤layan

bir eflleflme olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. ƒ : Z → Z,

verilen özelli¤i sa¤layan herhangi bir eflleflme olsun.

E¤er a = ƒ(0) ise, t−a ° ƒ : Z → Z fonksiyonu, ve-

rilen özelli¤i sa¤layan bir baflka eflleflmedir. Bu efl-

leflme ayr›ca (t−a ° ƒ)(0) = 0 eflitli¤ini sa¤lar: 

(t−a ° ƒ)(0) = t−a(ƒ(0)) = t−a(a) = a − a = 0.

fiimdi, t−a ° ƒ eflleflmesi do¤al say›lar› do¤al sa-

y›lara götürür ve do¤al say›lar›n s›ralamas›na say-

g› duyar; dolay›s›yla, birinci sorudan dolay› bu efl-

leflme do¤al say›lar üzerine birim eflleflmedir. Ayn›

nedenlerden bu eflleflmenin Z üzerine birim efllefl-
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mesi oldu¤u kolayl›kla kan›tlanabilir. Yani 

t−a ° ƒ = IdZ. Dolay›s›yla ƒ = (t−a)
−1 = ta.

3. Her x, y ∈ Z için ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) eflit-

li¤ini sa¤layan (yani toplamaya sayg› duyan, top-

lamsal olan) tüm ƒ : Z → Z ƒonksiyonlar›n› bu-

lun. (5 puan)

Yan›t: ƒ fonksiyonunun, belli bir a ∈ Z için,

ƒ(n) = an kural›yla tan›mland›¤›n› kan›tlayaca¤›z. 

Yukardaki gibi bir a varsa, bu a’n›n ƒ(1) ol-

mas› gerekti¤i aç›k: ƒ(1) = a1 = a. Dolay›s›yla

a’y› ƒ(1) olarak tan›mlay›p, her n ∈ Z için ƒ(n) =

an eflitli¤ini gösterelim.

Önce ƒ(0) = 0 eflitli¤ini kan›tlayal›m: Soruda

verilen eflitlikte x = y = 0 al›rsak, ƒ(0) = ƒ(0 + 0)

= ƒ(0) + ƒ(0) buluruz. Bundan da ƒ(0) = 0 ç›kar.

Demek ki ƒ(0) = 0 = a0.

‹kinci olarak, her n için, ƒ(−n) = −ƒ(n) eflitli-

¤ini kan›tlayal›m:

0 = ƒ(0) = ƒ(n + (−n)) = ƒ(n) + ƒ(−n).

Bu da oldu...

Üçüncü olarak kan›t›m›z› bitirelim. Herhan-

gi x1, ..., xn tamsay›lar› için, n = 1 ve 2 için do¤-

ru oldu¤unu bildi¤imiz ƒ(x1 + ... + xn) = ƒ(x1) +

... + ƒ(xn) eflitli¤i n üzerinden tümevar›mla kolay-

l›kla kan›tlan›r. Dolay›s›yla x1 = ... = xn = x al›r-

sak, her n ∈ S ve her x ∈ Z için, ƒ(nx) = nƒ(x) eflit-

li¤ini bulmufl oluruz. Burada x = 1 al›rsak, 

ƒ(n) = ƒ(n1) = nƒ(1) = na = an

bulunur. Demek ki n ≥ 0 için, ƒ(n) = an eflitli¤i

do¤ru. E¤er n < 0 ise, m = −n yazal›m ve hesap-

layal›m:

ƒ(n) = ƒ(−m) = −ƒ(m) = −(am) = a(−m) = an.

Demek ki ƒ(n) = an eflitli¤i her zaman do¤ru.

Dikkat edilirse, ayn› kan›t her x, y ∈ Z için 

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm 

ƒ : Z → R fonksiyonlar›n› da veriyor. Aradaki tek

fark a = ƒ(1) say›s›n›n tamsay› yerine herhangi bir

gerçel say› olabilece¤i.

4. Her x, y ∈ Q için ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) eflit-

li¤ini sa¤layan tüm ƒ : Q → Q ƒonksiyonlar›n› bu-

lun. (7 puan)

Yan›t: ƒ(1) = a olsun. Her x ∈ Q için, ƒ(x) =

ax eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z.

Aynen üçüncü sorudaki gibi, her n ∈ Z için

ƒ(n) = an ve her n ∈ S ve her x ∈ Q için, ƒ(nx) =

nƒ(x) eflitlikleri kolayl›kla kan›tlan›r.

fiimdi x herhangi bir kesirli (rasyonel) say›

olsun. Belli bir n ∈ Z ve m ∈ S için x = n/m yaza-

biliriz. fiimdi an = ƒ(n) = ƒ(m × n/m) = mƒ(n/m),

dolay›s›yla ƒ(n/m) = an/m, yani ƒ(x) = ax.

Dikkat edilirse, ayn› kan›t her x, y ∈ Q için

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm

ƒ : Q → R fonksiyonlar›n› da veriyor. Aradaki tek

fark a = ƒ(1) say›s›n›n kesirli bir say› yerine her-

hangi bir gerçel say› olabilece¤i.

5. Her x, y ∈ R için ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) ve

ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm ƒ : R → R

eflleflmelerini bulun. (10 puan)

Yan›t: Verilen koflulu sadece birim fonksiyo-

nun sa¤lad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

ƒ(1) = a olsun. Sadece toplama özelli¤ini gö-

zönünde bulundurarak, aynen dördüncü soruda-

ki gibi, her x ∈ Q için ƒ(x) = ax eflitli¤ini göste-

rebiliriz. Ama çarpma özelli¤inden,

a = ƒ(1) = ƒ(1 × 1) = ƒ(1) × ƒ(1) = a2.

ç›kar. Demek ki a = 0 ya da 1. Ama ƒ birebir ol-

du¤undan a ≠ 0. Demek ki a = 1. Dolay›s›yla

e¤er x ∈ Q ise, ƒ(x) = x.

fiimdi ƒ fonksiyonunun gerçel say›lar›n s›rala-

mas›n› da bozmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Önce flu-

na dikkat edelim: x ≤ y eflitsizli¤i için gerek ve ye-

ter koflul x + z2 = y eflitli¤ini sa¤layan bir z ∈ R

olmas›d›r. Demek ki eflitsizlik iliflkisi gerçel say›-

larda toplamayla ve çarpmayla ifade edilebiliyor.

Dolay›s›yla, x, y ∈ R için,

x ≤ y ⇔ ƒ(x) ≤ ƒ(y)

do¤rudur.

Herhangi bir x reel say›s› alal›m. x’i onluk ta-

banda yazd›¤›m›zda aç›kça görülece¤i üzere, her

n için öyle an ve bn kesirli say›lar vard›r ki, an ≤
x ≤ bn ve bn − an ≤ 10−n. Birinci eflitsizliklere ƒ’yi

uygularsak an = ƒ(an) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(bn) = bn elde

ederiz. Bu ve ikinci eflitsizlikten ƒ(x) = x ç›kar.

6. X herhangi bir küme olsun. ℘(X), X’in alt-

kümeleri kümesi olsun. Her ƒ : X → X ƒonksiyo-

nu için ϕƒ : ℘(X) → ℘(X) ƒonksiyonunu (A ∈
℘(X) için)

ϕƒ(A) = ƒ(A) = {ƒ(a) : a ∈ A}

olarak tan›mlayal›m. E¤er ƒ bir eflleflmeyse, ϕf de

bir eflleflmedir kolayca kan›tlanaca¤› üzere.

Her A, B ∈ P(X) için, 

A ⊆ B ⇔ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)

özelli¤ini sa¤layan bir ϕ : ℘(X) → ℘(X) eflleflme-
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sinin, belli bir ƒ : X → X eflleflmesi için, ϕƒ ’ye eflit

oldu¤unu kan›tlay›n. (7 puan)

Yan›t: i. Önce ϕ(∅) = ∅ eflitli¤ini kan›tlayaca-

¤›z. ϕ(A) = ∅ olsun (ϕ örten oldu¤undan böyle bir

A var.) A’n›n herhangi bir B altkümesini alal›m.

Verilen kofluldan dolay›, ϕ(B) ⊆ ϕ(A) = ∅, yani

ϕ(B) = ∅. Demek ki ϕ(B) = ∅ = ϕ(A). Bundan da,

ϕ birebir oldu¤undan, B = A ç›kar. A’n›n bir tek

altkümesi oldu¤unu kan›tlad›k. Demek ki  A = ∅.

ii. fiimdi, tek elemanl› kümelerin tek eleman-

l› kümelere gitti¤ini gösterece¤iz. A = {x} olsun. B,

ϕ(A)’n›n bir altkümesi olsun. C, ϕ(C) = B eflitli-

¤ini sa¤las›n (ϕ örten oldu¤undan, böyle bir C var-

d›r.) Demek ki ϕ(C) = B ⊆ ϕ(A). Soruda verilen

kofluldan dolay› C ⊆ A. Ama A tek elemanl› bir

küme. Dolay›s›yla ya C = ∅ ya da C = A. Sonuç

olarak, ya B = ϕ(C) = ϕ(∅) = ∅ ya da B = ϕ(C) =

ϕ(A). Demek ki ϕ(A)’n›n sadece iki altkümesi

var: ∅ ve ϕ(A). Dolay›s›yla ϕ(A) tek elemanl› bir

kümedir.

iii. E¤er x ∈ X ise, ϕ({x}) kümesinin tek ele-

manl› oldu¤unu yukarda kan›tlad›k. ϕ({x}) küme-

sinin o tek eleman›na ƒ(x) diyelim: ϕ({x}) = {ƒ(x)}.

Böylece X’ten X’e giden bir ƒ fonksiyonu tan›m-

lam›fl oluruz. 

E¤er a ∈ A ⊆ X ise, {a} ⊆ A, dolay›s›yla {ƒ(a)}

= ϕ({a}) ⊆ ϕ(A) ve ƒ(a) ∈ ϕ(A). Dolay›s›yla ƒ(A)

⊆ ϕ(A). Daha eflitli¤i bilmiyoruz.

ϕ birebir oldu¤undan, ƒ’nin de birebir oldu-

¤u kolayl›kla kan›tlan›r. Öte yandan daha ƒ’nin

örten oldu¤unu da bilmiyoruz.

iv. fiimdi ƒ’nin örten oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

a ∈ X olsun. A = {a} olsun. X’in B altkümesi

ϕ(B) = A eflitli¤ini sa¤las›n (ϕ örten oldu¤undan

böyle bir B vard›r.) B’nin tek elemanl› bir küme

oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Soruda verilen kofluldan

ve ϕ’nin birebir olmas›ndan dolay› B’nin sadece

iki altkümesi vard›r: E¤er C ⊆ B ise, ϕ(C) ⊆ ϕ(B)

= A = {a}, yani ya ϕ(C) = ∅ = ϕ(∅) ya da ϕ(C) =

A = ϕ(B), yani (ϕ birebir oldu¤undan) ya C = ∅
ya da C = B. ‹ki altkümesi olan kümeler tek ele-

manl› kümeler oldu¤undan B’nin tek bir elema-

n› vard›r. E¤er b ∈ B ise, {ƒ(b)} = ϕ({b}) = ϕ(B) =

A = {a} ve ƒ(b) = a. Demek ki ƒ örtenmifl. fiimdi

art›k ƒ’nin bir eflleflme oldu¤unu biliyoruz.

v. Art›k, her A ⊆ X için, ƒ(A) = ϕ(A) eflitli¤i-

ni kan›tlayabiliriz. iii’te ƒ(A) ⊆ ϕ(A) iliflkisini ka-

n›tlad›k. b ∈ ϕ(A) olsun. ƒ(a) = b eflitli¤ini sa¤la-

yan a eleman›n› alal›m (iv’te ƒ’nin örten oldu¤unu

kan›tlam›flt›k.) ϕ({a}) = {ƒ(a)} = {b} ⊆ ϕ(A) oldu-

¤undan, soruda verilen kofluldan dolay›, {a} ⊆ A,

yani a ∈ A, yani b = ƒ(a) ∈ ƒ(A). Demek ki ϕ(A)

⊆ ƒ(A). 

fiimdi art›k, her A ⊆ X için, ϕ(A) = ƒ(A) eflit-

li¤ini biliyoruz. Yani ϕ = ϕƒ.

7. R’den R’ye giden ve her x, y ∈ R için 

|x − y| = |ƒ(x) − ƒ(y)|

koflulunu sa¤layan tüm eflleflmeleri bulun. (10 puan)

8. R2’den R2’ye giden ve noktalar aras›nda-

ki uzakl›¤› de¤ifltirmeyen tüm eflleflmeleri bulun.

(15 puan)

Yan›t 7-8: Seyfi Türkelli’nin bu say›daki Me-

safeyi De¤ifltirmeyen Dönüflümler-‹zometriler ya-

z›s›na bak›n (sayfa 28).

9. R2’den R2’ye giden ve “P, Q, R ayn› do¤-

ru üzerinde ⇔ ƒ(P), ƒ(Q), ƒ(R) ayn› do¤ru üzerin-

de” koflulunu sa¤layan (yani do¤rular› do¤rulara

götüren) tüm eflleflmeleri bulun. (30 puan)

Yan›t: Ali Seyfi’nin bu say›daki Do¤rudan

fiaflmayan Dönüflümler yaz›s›na bak›n (sayfa 32). ♥
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Daha Zor Soru
X herhangi bir küme olsun. ℘(X), X’in

altkümeler kümesi olsun. Alt›nc› soruda,
℘(X)’den ℘(X)’e giden ve her A, B ∈ ℘(X)
için (yani X’in her A ve B altkümeleri için),

A ⊆ B ⇔ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)
koflulunu sa¤layan ϕ eflleflmeleri sorulmufltu ve ar-
kas›ndan da yan›t verilmiflti: Bu tür eflleflmeler bir
elemanl› kümeleri bir elemanl› kümelere götürür-
ler, ve e¤er ƒ : X → X fonksiyonu, her x ∈ X,

ϕ({x}) = {ƒ(x)}
eflitli¤iyle tan›mlanm›flsa, o zaman ƒ, X’ten X’e
giden bir eflleflmedir ve her A∈ ℘(X) için,

ϕ(A) = ƒ(A)
eflitli¤i geçerlidir. Bir baflka deyiflle yukardaki
koflulu sa¤layan ϕ : ℘(X) → ℘(X) efllemeleri
asl›nda X’ten X’e giden efllemeler taraf›ndan be-
lirlenirler.

fiimdi daha zor bir soru soruyoruz:
Her A, B ∈ ℘(X) için,

A ⊆ B ⇒ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)
koflulunu sa¤layan tüm ϕ : ℘(X) → ℘(X) efl-
leflmelerini bulun.

Soruyu en do¤ru ve en güzel yan›tlayanlar
aras›nda çekilecek kurada kazanan okurumu-
za çeflitli arma¤anlar sunaca¤›z. ♥


