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Bolimu tarafindan diizenlenen, iki agamal, lise-
lerarasi ve oldukga kazik bir matematik yarigma-
sidir. Asagida, ikinci asamada sorulan sorular (ki
bunlar 6zyap1 donustimleriyle ilgilidir) ve bu so-
rularin yanitlari verilmigtirl.

Tanimlar:

N = {0, 1, 2, ... } = dogal sayilar kiimesi.

S ={1,2, 3, ...} = sayma sayilari kiimesi

Z={..,-2,-1,0,1,2, ..} = tamsayilar ki-
mesi

Q={alb:a,beZ,b+0}=kesirli (rasyonel)
sayilar kiimesi

R = gergel (reel) sayilar kiimesi

X bir kiime ve f : X — X bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu, her x, y € X i¢in,
x#y = f(x)#f(y)
kogulunu sagliyorsa f’ye birebir fonksiyon denir.
Yani f: X - X fonksiyonunun birebir olmasi igin
yeter ve gerek kosul, her x, y € X icin
fx)=fly)=>x=y
kogulunu saglamasidir.

Eger her y € X i¢in, f(x) = vy esitligini sagla-
yan bir x € X varsa o zaman f fonksiyonuna or-
ten fonksiyon denir.

Eger f hem birebir hem de ortense, f’ye esles-
me (bijeksiyon) denir.

Sorular ve Yanitlar
1. N’den N’ye giden ve ber x, y € N icin
x <y e flx) < f(y)
ozelligini saglayan (yani siralamaya saygi duyan)
tiim eslesmeleri bulun. (3 puan)

1 Birinci asamada sorulan sorular ileriki sayfalarda verilmistir.
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Yanit: f, kosulu saglayan bir eslesme olsun.
f’nin birim fonksiyonu Idy, oldugunu iddia ediyoruz.

Once £(0) = 0 esitligini kanitlayalim. Eger £(0)
# 0 ise, 0 zaman 0 < f(0) olur. x € N, f(x) = 0 esit-
ligini saglasin (f 6rten oldugundan Gyle bir x vardir).
Demek ki f(x) = 0 < f(0) ve soruda verilen kosula
gore x < 0 olmaly, bir celiski. Demek ki f(0) = 0.

Simdi # > 0 olsun. f(0) = 0, ..., f(n — 1) =
n — 1 esitliklerini varsayarak f(n) = n esitligini ka-
nitlayalim (timevarimla kanit). x € N, f(x) = n
esitligini saglasin (f orten oldugundan 6yle bir x
vardir.) Eger n < f(n) ise, 0 zaman f(x) = n < f(n)
ve soruda verilen 6zellikten dolay1 x < #. Ama o
zaman da, varsaydigimiz esitliklerden dolayi, 7 =
f(x) = x, geligki.

Eger n > f(n) ise, 0 zaman iki tarafa da f’yi uy-
gulayarak, f(n) > f(f(n)) = f(n) elde ederiz. (Birin-
ci egitsizlik soruda verilen 6zellikten dolayi, ikin-
ci esitsizlik varsaydigimiz esitliklerden dolayi),

gene ¢eligki.
Demek ki f(n) = n.

2. Z’den I’ye giden ve bher x,y € 7 icin
x <y fx) < )

ozelligini saglayan (yani siralamaya saygi duyan)
tiim eslesmeleri bulun. (3 puan)

Yanit: Herhangi bir # tamsayisi igin, #,(x) =
x + n egitligiyle tanimlanmis esleme Z’den Z’ye gi-
den ve soruda verilen 6zelligi saglayan bir eslesme-
dir. Bundan baska soruda verilen 6zelligi saglayan
bir eslesme olmadigini kanitlayacagiz. f: Z — Z,
verilen ozelligi saglayan herhangi bir eglesme olsun.
Eger a = f(0) ise, t_, o f : Z — Z fonksiyonu, ve-
rilen 6zelligi saglayan bir bagka eslesmedir. Bu es-
lesme ayrica (z_, o £)(0) = O esitligini saglar:

(t_y© f)(0) = t_y{f(0) = t_yla) =a—a = 0.

Simdi, z_, o f eslesmesi dogal sayilar1 dogal sa-
yilara gotiirtr ve dogal sayilarin siralamasina say-
g1 duyar; dolayisiyla, birinci sorudan dolay1 bu es-
lesme dogal sayilar tizerine birim eglesmedir. Ayni
nedenlerden bu eglesmenin Z Gzerine birim egles-
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mesi oldugu kolaylikla kanitlanabilir. Yani
t_,o f=1dz. Dolayisiyla f = (z_,)"1 = ,.

3. Herx,y e Zigin f(x +vy) = f(x) + f(y) esit-
ligini saglayan (yani toplamaya saygi duyan, top-
lamsal olan) tiim f : Z — Z fonksiyonlarini bu-
lun. (5 puan)

Yanut: f fonksiyonunun, belli bir a € 7 igin,
f(n) = an kuraliyla tanimlandigini kanitlayacagiz.

Yukardaki gibi bir a varsa, bu @’nin f(1) ol-
masi gerektigi acik: f(1) = al = a. Dolayisiyla
a’y1 f(1) olarak tanimlayip, her n € Z i¢in f(n) =
an esitligini gosterelim.

Once f(0) = 0 esitligini kanitlayalim: Soruda
verilen esitlikte x = y = 0 alirsak, £(0) = f(0 + 0)
= f(0) + f(0) buluruz. Bundan da f(0) = 0 cikar.
Demek ki £(0) = 0 = a0.

Ikinci olarak, her # igin, f(-n)

—f(n) esitli-
gini kanitlayalim:
0= f(0) = f(n + (-n))
Bu da oldu...
Uciincii olarak kanitimizi bitirelim. Herhan-

f(n) + f(-n).

gi X1, ..., x,, tamsayilari i¢in, 7 = 1 ve 2 i¢in dog-
ru oldugunu bildigimiz f(x{ + ... + x,,) = f(xq) +
... + f(x,,) esitligi # tizerinden timevarimla kolay-
likla kanitlanir. Dolayisiyla xq = ... = x,, = x alir-
sak, her n € S ve her x € Z icin, f(nx) = nf(x) esit-
ligini bulmug oluruz. Burada x = 1 alirsak,

f(n) = f(nl) = nf(1) = na = an
bulunur. Demek ki 7 > 0 i¢gin, f(n) = an esitligi
dogru. Eger n < 0 ise, m = —n yazalim ve hesap-
layalim:

f(n) = f(-m) = =f(m) = —(am) = a(-m) = an.

Demek ki f(n) = an esitligi her zaman dogru.

Dikkat edilirse, ayni kanit her x, y € Z i¢in
flx +y) = f(x) + f(y) esitligini saglayan tuim
f: Z — R fonksiyonlarini da veriyor. Aradaki tek
fark a = f(1) sayisinin tamsay1 yerine herhangi bir
gergel say1 olabilecegi.

4. Herx,y € Qicin f(x +vy) = f(x) + f(y) esit-
ligini saglayan tiim f : Q — Q fonksiyonlarmu bu-
lun. (7 puan)

Yant: f(1) = a olsun. Her x € Q icin, f(x) =
ax esitligini kanitlayacagiz.

Aynen ugtincti sorudaki gibi, her n € Z igin
f(n) = an ve her n € S ve her x € Q icin, f(nx) =
nf(x) esitlikleri kolaylikla kanitlanir.

Simdi x herhangi bir kesirli (rasyonel) sayi
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olsun. Belli bir # € Z ve m € S i¢in x = n/m yaza-
biliriz. Simdi an = f(n) = f(m x nlm) = mf(nim),
dolayisiyla f(n/m) = an/m, yani f(x) = ax.

Dikkat edilirse, ayni kanit her x, y € Q icin
flx +y) = f(x) + f(y) esitligini saglayan tim
f: Q — R fonksiyonlarini da veriyor. Aradaki tek
fark a = f(1) sayisinin kesirli bir say1 yerine her-
hangi bir gercel say1 olabilecegi.

5. Herx,y € Ricin f(x +y) = f(x) + f(y) ve
flxy) = f(x)f(y) esitligini saglayan tiim f: R — R
eslesmelerini bulun. (10 puan)

Yanit: Verilen kosulu sadece birim fonksiyo-
nun sagladigini kanitlayacagiz.

f(1) = a olsun. Sadece toplama 6zelligini go-
zonunde bulundurarak, aynen doérdincu soruda-
ki gibi, her x € Q i¢in f(x) = ax esitligini goste-
rebiliriz. Ama ¢arpma ozelliginden,

a=f(1)=f(1x1)=f(1)x f(1) = a%.
cikar. Demek ki @ = 0 ya da 1. Ama f birebir ol-
dugundan a # 0. Demek ki a = 1. Dolayisiyla
eger x € Q ise, f(x) = x.

Simdi f fonksiyonunun gergel sayilarin sirala-
masini1 da bozmadigini kanitlayacagiz. Once su-
na dikkat edelim: x <y esitsizligi icin gerek ve ye-
ter kosul x + 22 = y esitligini saglayan bir z € R
olmasidir. Demek ki esitsizlik iligkisi gergel sayi-
larda toplamayla ve carpmayla ifade edilebiliyor.
Dolayisiyla, x, y € R igin,

x<y e fx) < fly)
dogrudur.

Herhangi bir x reel sayisi alalm. x’i onluk ta-
banda yazdigimizda agikga goriilecegi tizere, her
n igin oyle a,, ve b, kesirli sayilar vardir ki, a,, <
x<b, veb,—a, <1077 Birinci esitsizliklere f’yi
uygularsak a, = f(a,) < f(x) < f(b,) = b, elde
ederiz. Bu ve ikinci esitsizlikten f(x) = x ¢ikar.

6. X herhangi bir kiime olsun. ¢ (X), X’in alt-
kiimeleri kiimesi olsun. Her f : X — X fonksiyo-
nu igin @5 : 0 (X) > ©(X) fonksiyonunu (A e
o(X) icin)

04(A) = f(A) ={f(a) : a € A}
olarak tamimlayalim. Eger f bir eslesmeyse, ¢ de
bir eslesmedir kolayca kamitlanacag vizere.

Her A, B € P(X) icin,

Ac B < ¢(A) co(B)
ozelligini saglayan bir ¢ : p(X) = 0 (X) eslesme-
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sinin, belli bir f : X — X eslesmesi icin, ¢ ’ye esit
oldugunu kamitlaymn. (7 puan)

Yant: i. Once ¢(D) = & esitligini kanitlayaca-
g1z. o(A) = & olsun (¢ orten oldugundan boyle bir
A var.) A’nin herhangi bir B altkiimesini alalim.
Verilen kosuldan dolayi, ¢(B) < ¢(A) = &, yani
¢@(B) = @. Demek ki ¢(B) = & = ¢(A). Bundan da,
¢ birebir oldugundan, B = A ¢ikar. A’nin bir tek
altkimesi oldugunu kanitladik. Demek ki A = &.

ii. Simdi, tek elemanh kiimelerin tek eleman-
Ii kiimelere gittigini gosterecegiz. A = {x} olsun. B,
¢(A)’nin bir altkiimesi olsun. C, ¢(C) = B esitli-
gini saglasin (¢ orten oldugundan, boyle bir C var-
dir.) Demek ki ¢(C) = B < ¢(A). Soruda verilen
kosuldan dolay1 C < A. Ama A tek elemanl: bir
kiime. Dolayisiyla ya C = & ya da C = A. Sonug
olarak, ya B = ¢(C) = ¢() = yada B = ¢(C) =
¢(A). Demek ki ¢(A)’nin sadece iki altkiimesi
var: @ ve ¢(A). Dolayisiyla ¢(A) tek elemanli bir
kiimedir.

iii. Eger x € X ise, ¢({x}) kiimesinin tek ele-
manl oldugunu yukarda kanitladik. ¢({x}) kiime-
sinin o tek elemanma f(x) diyelim: o({x}) = {f(x)}.
Boylece X’ten X’e giden bir f fonksiyonu tanim-
lamus oluruz.

Egera e A < Xise, {a} c A, dolayisiyla {f(a)}
= ¢({a}) = ¢(A) ve f(a) € p(A). Dolaysiyla f(A)
< ¢(A). Daha esitligi bilmiyoruz.

¢ birebir oldugundan, f’nin de birebir oldu-
gu kolaylikla kanitlanir. Ote yandan daha f’nin
orten oldugunu da bilmiyoruz.

iv. Simdi f’nin 6rten oldugunu kanitlayacagiz.
a € X olsun. A = {a} olsun. X’in B altkiimesi
¢©(B) = A esitligini saglasin (¢ orten oldugundan
boyle bir B vardir.) B’nin tek elemanli bir kiime
oldugunu kanitlayacagiz. Soruda verilen kosuldan
ve @’nin birebir olmasindan dolayr B’nin sadece
iki altkumesi vardir: Eger C < B ise, ¢(C) < ¢(B)
= A = {a}, yani ya ¢(C) = & = ¢() ya da ¢(C) =
A = ¢(B), yani (¢ birebir oldugundan) ya C = &
ya da C = B. Iki altkiimesi olan kiimeler tek ele-
manl kiimeler oldugundan B’nin tek bir elema-
n1 vardir. Eger b € B ise, {f(b)} = o({b}) = ¢(B)
A = {a} ve f(b) = a. Demek ki f 6rtenmis. Simdi
artik f’nin bir eslesme oldugunu biliyoruz.

v. Artik, her A ¢ X icin, f(A) = ¢(A) esitligi-
ni kanitlayabiliriz. iii’te f(A) < ¢(A) iligkisini ka-
nitladik. b € ¢(A) olsun. f(a) = b esitligini sagla-

yan a elemanini alalm (iv’te f’nin 6rten oldugunu
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kanitlamustik.) o({a}) = {f(a)} = {b} < ¢(A) oldu-
gundan, soruda verilen kosuldan dolay, {a} c A,
yania € A, yani b = f(a) € f(A). Demek ki ¢(A)
c f(A).

Simdi artik, her A < X i¢in, @(A) = f(A) esit-
ligini biliyoruz. Yani ¢ = ¢,

7. R’den R’ye giden ve her x, y € R icin
e =yl = If(x) = f(y)l

kosulunu saglayan tiim eslesmeleri bulun. (10 puan)

8. R2den R?’ye giden ve noktalar arasinda-
ki uzaklhigi degistirmeyen tiim eslesmeleri bulun.
(15 puan)

Yanit 7-8: Seyfi Turkelli’nin bu sayidaki Me-
safeyi Degistirmeyen Déniisiimler-Izometriler ya-
zisina bakin (sayfa 28).

9. R?den R2ye giden ve “P, Q, R aym dog-
ru iizerinde < f(P), f(Q), f(R) ayn: dogru iizerin-
de” kosulunu saglayan (yani dogrular: dogrulara
gotiiren) tiim eslesmeleri bulun. (30 puan)

Yanit: Ali Seyfi’nin bu sayidaki Dogrudan
Sasmayan Doniigiimler yazisina bakin (sayfa 32).

Daha Zor Soru

X herhangi bir kiime olsun. ¢ (X), X’in
altkiimeler kiimesi olsun. Altinci soruda,
@(X)den @ (X)’e giden ve her A, B € p(X)
icin (yani X’in her A ve B altkiimeleri igin),

Ac B < ¢(A) c o(B)
kosulunu saglayan ¢ eslesmeleri sorulmustu ve ar-
kasindan da yamit verilmisti: Bu tiir eslesmeler bir
elemanli kiimeleri bir elemanli kiimelere gotiiriir-
ler, ve eger f : X — X fonksiyonu, her x € X,
o({x}) = {flx)}
esitligiyle tanimlanmigsa, o zaman f, X’ten X’e
giden bir eglesmedir ve her Ae ¢ (X) igin,
o(A) = f(A)
esitligi gecerlidir. Bir bagka deyisle yukardaki
kosulu saglayan ¢ : @ (X) > @(X) eslemeleri
aslinda X’ten X’e giden eslemeler tarafindan be-
lirlenirler.
Simdi daha zor bir soru soruyoruz:
Her A, B € p(X) icin,
Ac B= ¢(A) co(B)
kosulunu saglayan tim ¢ : p(X) > @(X) es-
lesmelerini bulun.

Soruyu en dogru ve en giizel yanitlayanlar
arasinda cekilecek kurada kazanan okurumu-
za gesitli armaganlar sunacagiz. ¥




