Matematik Diinyasi, 2003 Yaz

Miikemmel Karma Sorusunun Yaniti
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temle karmak istiyoruz: Desteyi tam orta-

dan (26-26) ikiye bolelim. Destenin tst ya-
rist sol, alt yarisi sag elimizde olsun... Sonra,
bilinen fiyakali yontemle, alttan baglamak tizere,
bir kagit sag desteden, bir kagit sol desteden olmak
lizere sirayla kagitlar1 karalim. Once sag deste-
den baslayacagiz, bu 6nemli. Yani en tistteki ve en
alttaki kagitlar yerinde kalacaklar, tistten 27. ka-
git karmadan sonra ustten ikinci kagit olacak,
ustten ikinci kagit Gstten tgtinct kagit olacak,
ustten 28. kagit ustten dordinct olacak... Bu is-
lemi kag kez tekrarlarsak kagitlar eski yerlerine ge-
lirler?

Bu sorunun yanitini bulmak igin asagidaki es-
lesmenin derecesini bulmaliyiz:

(1)(2,27, 14, 33,17, 9, 5, 3)(4, 28, 40, 46, 49,
25,13, 7)(6, 29, 15, 8, 30, 41, 21, 11)(10, 31, 16,
34, 43, 22, 37, 19)(12, 32, 42, 47, 24, 38, 45,
23)(18, 35) (20, 36, 44, 48, 50, 51, 26, 39)(52).

Demek ki tam sekiz karmada kagitlar eski
yerlerine gelirler.

Ya once sol desteden kagit alsaydik, yani tst-
ten 27. kagit birinci kagit olsaydi? O zaman des-
tenin eski haline gelmesi i¢in kag kez karmaliyiz?

Bu ikinci sorunun yanitini bulmak i¢in asagi-
daki eglesmenin derecesini hesaplamaliyiz: (1, 2, 4,
8,16, 32, 11,22, 44, 35, 17, 34, 15, 30, 7, 14, 28,
3,6, 12,24, 48, 43, 33, 13, 26, 52, 51, 49, 45, 37,
21, 42,31, 9, 18, 36, 19, 38, 23, 46, 39, 25, 50,
47, 41,29, 5, 10, 20, 40, 27).

Demek ki bu sefer tam 52 karma sonunda ilk
bagladigimiz duruma gelecegiz.

2n kagitl bir desteyi bu yontemlerden biriyle
kararsak, kagitlar ka¢ karmada en bastaki duru-
ma gelirler?

Yamt: Ikinci tiir karmadan baglayalim. Birin-
ci tir karma daha kolay olacak.

Herhangi bir 7 sayisi i¢in sorulan genel soruyu
yamitlamak i¢in, once, yukarda » = 26 igin verilen
yamit1 biraz degisik bir bicimde bulmak istiyorum.

Desteyi esit iki pargaya ayiriyoruz: sol ve sag des-
teler. Ik karmadan sonra sol destedeki her kagidin
usttine bir kagit geliyor, dolayisiyla sol destedeki k-
inci siradaki kagit birinci karmadan sonra 2k-inci ka-

Soru: 52’lik iskambil kagidi destesini su yon-
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git oluyor. Bu dedigimiz, sag destedeki kagitlar i¢in
de gegerli, yalniz “modulo 53” almak koguluyla...
Nitekim, sag destenin birinci kagidi, yani 27 numa-
rali kagit, 54iinct degil 1inci kagit oluyor; 28 numa-
rali kagit S6inci degil 3tnci kagit oluyor...

Demek ki, her kagidin yeri her karmadan son-
ra “modulo 53 ikiyle ¢arpiliyor. Dolayisiyla a sa-
yil kagit k karmadan sonra a2 sayili kagit oluyor.
Demek ki, her a = 1, ..., 52 icin, a = 428 (mod 53)
kosullarini saglayan en kiiciik £’yi bulmam gereki-
yor. Yukardaki denklemi a = 1 igin ¢ozmek yeterli
elbet. Belki biraz uzun ama kolay bir hesapla k = 52
bulunur.! 26 yerine herhangi bir 7 almak, diisiin-
me bigimimizde bir degisiklik gerektirmez. Kagitla-
r1 eski yerine getiren en kiiciik karma saysi,

2k =1 (mod 2n+1)
kosullarini saglayan en kiiciik & sayisidir. Her sey-
den 6nce sunu soyleyelim: 272+1 tek bir say1 oldu-
gundan, her zaman boyle bir k sayis1 vardir. Var-
dir da kactir?

Eger 27 + 1 asalsa k, 27’yi boler, bu Fermat’nin
Kigiik Teoremi agagi yukari. Ama 27 olmak zorun-
da degil. Ornegin, 7 = 3 ise, k = 3 # 6 = 2n.

Eger 27 + 1 bir asalin glictiyse, diyelim p* ise,
k, p* — p®=1 sayisim1 boler. Bunu kanitlamak igin
biraz soyut cebir gerekiyor.

Daha genel olarak, 27 + 1 sayisini asallarina ayi-
ralm: 272 + 1 = p7% ... p,% (burada p;ler birbirin-
den degisik asal sayilar ve o’ler 0°dan biiyiik tam-
sayilar.) O zaman k,

(pl(xl _ plocl—l)_" (ptat _ ptott—l)
sayisini boler.

k’nin tam kag olmasi gerektigi konusunda bir
fikrim yok.

Birinci Tiir Karma. Birinci tiir karmanin ikin-
ci tiir karmadan tek fark: birinci ve sonuncu ka-
gitlar yer degistirmiyor olmasi. Bu kagitlari deste-
den atarsak geri kalan kagitlar aynen yukardaki
karmadaki gibi yer degistirirler. Demek ki burada,

hera =1, ..., 52 icin a = a2k (mod 21-1)
kosulunu saglayan en kiigiik £’yi, yani

2k =1 (mod 21-1)
denklemini saglayan en kii¢tik k’yi bulmaliyiz. 7 =

1 Fermat’nin kiiciik teoreminden, 53 asal oldugu igin, yanitin
53’ten kiigiik oldugunu biliyoruz. Biraz basit aritmetikle yanitin
52°yi bolmesi gerektigi anlagilir. Yanit tam 52 gikiyor...)



