
Sonsuz say›da ayakka-

b› çifti var ve biri sizden

bu sonsuz say›da ayakka-

b› çiftinden her birinden bir ör-

nek getirmenizi istiyor... Her çiftten sol

ayakkab›y› seçebilirsiniz örne¤in. Ya da hep sa¤

ayakkab›y›... Yani iki ayakkab›dan birini seçmek

için bir kural bulabilirsiniz.

Ama diyelim sonsuz say›da ayakkab› çifti de-

gil de, sonsuz say›da çorap çifti var. Her çiftten bi-

rini seçeceksiniz. Çoraplar›n sa¤› solu belli olmad›-

¤›ndan bu sefer belli bir kural bulamazs›n›z.

Çoraplar›n biri sa¤da biri solda olsa, ya da biri üst-

te biri altta olsa, ya da biri y›rt›k biri sa¤lam olsa,

o zaman kural› koymak kolay. Sorun, sonsuz

say›da çorap çifti oldu¤unda ve çiftleri oluflturan ço-

raplardan birini di¤erinden ay›rdedemedi¤imizde.

Örne¤in, X = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ...} ise, X’in

her eleman›ndaki en büyük say›y› seçebiliriz

E¤er X = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...} ise, 1, X’in

her eleman›nda oldu¤undan, hep 1’i seçebiliriz. 

Soruyu daha matematiksel olarak flöyle ifade

edelim. Elinizde bir X kümesi var. Bu kümenin ele-

manlar› da küme, ve hiçbiri bofl de¤il. X’in her ele-

man›ndan bir örnek (numune, eflantiyon) seçecek-

siniz. Bir baflka deyiflle, kalk›fl kümesi X olan öyle

bir ƒ fonksiyonu bulacaks›n›z ki, her x ∈ X için,

ƒ(x) ∈ x olacak. Böyle bir fonksiyona seçim fonk-

siyonu denir.

Sorumuz flu: Bofl olmayan kümelerden oluflan

her kümenin bir seçim fonksiyonu var m›d›r?

Önce örneklerle sorunun zorluk derecesini

ölçece¤iz. Sonra da sorunun özüne inip yan›t› ve-

rece¤iz.

Kolay fi›klar. E¤er X, bofl olmayan kümeler-

den oluflan sonlu bir kümeyse, o zaman X’in bir

seçim fonksiyonunu bulmak çok basittir: X’in

her eleman›ndan belli bir eleman seçin, olsun bit-

sin! Sorun X sonsuz olunca... 

E¤er X’in elemanlar›n›n ortak bir eleman› var-

sa, o zaman da kolay, hep o eleman› seçelim. Örne-

¤in yukardaki örneklerden birinde, 1, X’in bütün ele-

manlar›n›n ortak eleman›yd› ve biz hep 1’i seçmifltik.

E¤er X’in her eleman›nda, a ve b diye adlan-

d›raca¤›m›z iki elemandan biri varsa, o zaman

da kolay: X’in bir x eleman›n› alal›m. E¤er a ∈ x

ise a’y› seçelim. E¤er a ∉ x ise, o zaman x’ten b’yi

seçelim.

℘(A)*, A’n›n bofl olmayan altkümelerinden

oluflan küme olsun. Yani ℘(A)* = ℘(A) \ {∅}. Çe-

flitli A’lar için ℘(A)* kümesinin bir seçim fonk-

siyonunu bulmaya çal›flaca¤›z.

Örnek 1. ℘(N)* kümesinin seçim fonksiyonu.

Bofl olmayan her do¤al say› kümesinden bir

eleman seçebiliriz; örne¤in kümenin en küçük

eleman›n› seçebiliriz. Sözgelimi, bu yöntemle, {1,

5, 8} kümesinden 1’i, çift say›lar kümesinden 0’›,

asal say›lar kümesinden 2’yi seçeriz.

Örnek 2. ℘(Z)* kümesinin seçim fonksiyonu.

Bofl olmayan her tamsay› kümesinden de bel-

li bir yöntemle bir eleman seçebiliriz. Örne¤in flu

yöntemi deneyelim: ∅ ≠ x ⊆ Z olsun; e¤er x’in en

büyük eleman› varsa o en büyük eleman›, yoksa

x ∩ N kümesinin en küçük eleman›n› seçelim.

Böylece bofl olmayan her tamsay› kümesinden

bir eleman seçmifl olduk.

Örnek 3. ℘(Q≥0)* kümesinin seçim fonksi-

yonu.

Bofl olmayan bir pozitif kesirli say›lar küme-

sinden bir say› nas›l seçeriz? Kümeye x diyelim. fiu

kümeyi tan›mlayal›m:

A(x) = {a + b : a/b ∈ x}.

Bofl olmayan bir do¤al say› kümesi oldu¤un-

dan, A(x)’in en küçük eleman› vard›r. Bu elema-

na n diyelim. fiimdi,

{a/b ∈ x : a + b = n}

kümesine bakal›m. Bu, sonlu bir kesirli say›lar kü-

mesidir, dolay›s›yla bir en küçük eleman› vard›r.

‹flte x’ten bu eleman› seçelim.

Örne¤in,

x = {a2/b ∈ Q≥0 : a asal ve a2 + b2 say›s› 4’e ve

5’e bölünmez}

ise, 

A(x) = {a2 + b : a asal ve a2 + b2 say›s› 4’e ve

5’e bölünmez}

kümesidir. A(x) kümesinin en küçük eleman› 7’dir

(a = 2, b = 3.) Dolay›s›yla yukarda aç›klad›¤›m›z

yöntemle x’ten 2/3’ü seçeriz. Bu seçim fonksiyo-

nu afla¤›da gerekecek, ona bir ad verelim: ƒ. Ör-
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ne¤in, yukardaki örnekte,  ƒ(x) = 2/3.

Örnek 4. ℘(Q)* kümesinin seçim fonksiyonu.

Bofl olmayan kesirli say› kümelerinden de birer

eleman seçebiliriz. x ⊆ Q bofl olmayan bir küme ol-

sun. E¤er x ∩ Q≥0 bofl de¤ilse, yukardaki yöntemi

kullanal›m ve ƒ(X ∩ Q≥0) eleman›n› seçelim. E¤er

X ∩ Q≥0 boflkümeyse, (−X) ∩ Q≥0 kümesi bofl

de¤ildir, o zaman da X’ten −ƒ((−X) ∩ Q≥0) elema-

n›n› seçelim.

Genel olarak, e¤er X say›labilir bir kümeyse

(bknz. Efllemeler yaz›s›), ℘(X)* kümesinin bir

seçim fonksiyonunu bulmak oldukça kolayd›r.

Nitekim, ƒ : X → N bir eflleme olsun. ∅ ≠ x ⊆ X

olsun. E¤er n, ƒ(x)’in en küçük eleman›ysa, x’ten

ƒ−1(n) eleman›n› seçeriz. (ƒ, Örnek 3’teki seçim

fonksiyonu.)

Örnek 5. Aral›klar kümesinin seçim fonksiyonu.

Reel say›lar kümesinin 

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b),

(−∞, a], (−∞, a), [a, ∞), (a, ∞), (−∞, −∞)

gibi altkümelerine aral›k ad› verilir. Reel say›la-

r›n bofl olmayan aral›klar›ndan da belli bir yön-

temle bir eleman seçebiliriz. [a,

b], [a, b), (a, b], (a, b) aral›klar›n-

dan “orta noktay›”, yani (a + b)/2

noktas›n›, (−∞, a], (−∞, a) aral›k-

lar›ndan a − 1 noktas›n›, [a, ∞),

(a, ∞) aral›klar›ndan a + 1 nokta-

s›n› ve (−∞, −∞) aral›¤›ndan 0

noktas›n› (gene orta noktay›!) se-

çelim.

Örnek 6. ℘(R)* kümesinin

seçim fonksiyonu.

‹flte en civcivli soruya geldik.

Yukardaki örneklerde kimileyin

kolayca kimileyin zorlanarak, her

seferinde bir seçim fonksiyonu

bulduk. Ama bu kez ifller hiç kolay de¤il.

Hemen söyleyelim: ℘(R)* kümesinin bir se-

çim fonksiyonunu bulamazs›n›z. ‹stedi¤iniz kadar

deneyin... Sadece siz de¤il, kimse bulamaz!

Bu kümenin seçim fonksiyonu yok demiyo-

rum. Var da demiyorum...

Yoksa elbet bulamazs›n›z. Ama varsa da bu-

lamazs›n›z!

Bu kümenin bir seçim fonksiyonunun oldu¤u

ancak flu aksiyomla (belitle) kan›tlanabilir:

Seçim Aksiyomu (C): Elemanlar› bofl olmayan

kümeler olan her kümenin bir seçim fonksiyonu

vard›r.

Bu aksiyom kullan›larak ℘(R)* kümesinin

bir seçim fonksiyonu oldu¤u kan›tlanabilir (elbet!),

ama o seçim fonksiyonunun kural› bulunamaz!

Yani aç›k aç›k seçim fonksiyonunu yazamazs›n›z.

Bir baflka deyiflle, varl›¤› (yukardaki aksiyom ta-

raf›ndan) kan›tlanan bir seçim fonksiyonunun

kural› yoktur. Olamaz da. Bu, Kurt Gödel tara-

f›ndan kan›tlanm›flt›r.

Kurt Gödel, Seçim Aksiyomu’nun, kümeler

kuram›n›n di¤er aksiyomlar›ndan ba¤›ms›z oldu-

¤unu kan›tlam›flt›r. fiöyle aç›klayay›m:

Kümeler kuram›n›n Seçim Aksiyomu d›fl›nda-

ki kabul edilen di¤er aksiyomlar›na ZF diyelim.

(Z, Zermelo’nun Z’sidir, F de Fraenkel’in F’si)

ZF’nin çeliflkisiz oldu¤unun (gene ZF’nin aksi-

yomlar› kullan›larak) kan›tlanamayaca¤›n› Kurt

Gödel kan›tlam›flt›r (1931). Gödel ayr›ca flunu

kan›tlam›flt›r (1940):

E¤er ZF çeliflkisizse, hem (ZF + C) hem de 

(ZF + ¬C) çeliflkisizdir.

Bir baflka deyiflle, ZF kümeler kuram›na ister

C’yi istersek de C’nin de¤illemesini ekleyebiliriz ve

çeliflkisiz iki ayr› teori elde ederiz. Matematikçi-

lerin çok büyük bir ço¤unlu¤u C’yi kabul etme-

den yana olmufllar ve bugün ar-

t›k C aksiyomu kabul edilmifltir.

Bu yüzden, bugün kabul edilen

ve kullan›lan kümeler kuram› ak-

siyomlar›na ZFC denir.

Seçim Aksiyomunun Kulla-

n›m›. Seçim aksiyomundan çok

“do¤al” sonuçlar ç›kabildi¤i gi-

bi hiç de do¤al görünmeyen so-

nuçlar ç›kar. Her ikisinden de

birer örnek verelim.

“Do¤al” Bir Sonuç. X son-

suz bir küme olsun. X’in say›la-

bilir sonsuzlukta bir altkümesi

var m›d›r? Yani X’ten öyle x0, x1, x2, x3,... ele-

manlar› bulabilir miyiz ki, {x0, x1, x2, x3,...} bir kü-

me olsun? Seçim Aksiyomu olmadan böyle bir kü-

menin varl›¤›n› kan›tlanamaz. Zorluk flurdad›r:

{x0, x1, x2, x3,...} diye bir nesne vard›r. Bu nesne-

nin küme oldu¤unu kümeler kuram›n›n ZF aksi-

yomlar›yla kan›tlamak gerekiyor. Seçim aksiyomu

olmadan bu kan›tlanamaz. Baz› X kümeleri için

kan›tlanabilir, ama her sonsuz küme için kan›tla-

namaz. Küme olman›n baz› koflullar› vard›r. {x0,

x1, x2, x3,...} nesnesinin bu koflullar› yerine getir-

di¤ini kan›tlayamay›z.
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“Do¤al olmayan” bir sonuç. 1 yar›çapl› bir kü-

re alal›m. fiimdi çok flafl›rt›c› bir fley söyleyece¤im.

Bu küreyi öyle befl parçaya bölebilirim ki ve bu befl

parçay› döndürerek, öteleyerek, simetrisini ala-

rak, yani hacim ve alan de¤ifltirmeyen dönüflüm-

lerden geçirdikten sonra öyle toparlayabilirim ki,

parçalardan ikisinden yar›çap› 1 olan bir küre,

geri kalan üçünden gene yar› çap› 1 olan bir küre

elde edebilirim. Bu saçmasapan görünen teorem Se-

çim Aksiyomu’yla kan›tlanabilir ancak. Matema-

tikte buna Banach-Tarski Paradoksu denir (ama

asl›nda bir paradoks de¤ildir, sadece flafl›rt›c›d›r,

paradoksa benzer.) Befl parçan›n hiçbirinin alan›

olamaz elbet (yoksa alan› büyültemezdik.) Seçim

aksiyomunun yard›m›yla, R3 uzay›n›n alan› hesap-

lanamayan altkümelerini bulabiliriz. ♠
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r = ecosθ - 2cos(4θ) + sin5(θ/12)


